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Partie II – Des objets astronomiques, de Mars à Sirius (Mines–Ponts 2024 
/MPI) 
I-A) Les lois de Képler et l’u.a 
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Partie III – SVF 
 

a) Mouvement Cyclotron 
 
1. Mouvement circulaire 
Une particule de charge q et masse m placée dans un champ magnétique 

uniforme et statique 𝐵𝐵�⃗ =  𝐵𝐵𝑜𝑜𝑢𝑢𝑧𝑧����⃗ . La particule est située initialement au point 
O et sa vitesse initiale 𝑣𝑣0����⃗  =  𝑣𝑣0𝑢𝑢𝑥𝑥����⃗  est perpendiculaire au champ 
magnétique. 

Le théorème de la puissance cinétique : 𝑑𝑑𝐸𝐸𝑐𝑐
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑃𝑃𝑒𝑒 = 0 montre que la 
norme de la vitesse de la particule reste constante au cours du mouvement. La relation 
fondamentale de la dynamique appliquée à la particule dans le référentiel terrestre galiléen 
donne : 

𝑚𝑚𝑎⃗𝑎 =  𝑞𝑞�𝑣⃗𝑣 ∧ 𝐵𝐵�⃗ � 

En projection sur les trois axes cartésiens, on obtient : 𝑚𝑚 �
𝑥̈𝑥
𝑦̈𝑦
𝑧̈𝑧

= 𝑞𝑞 �
𝑥̇𝑥
𝑦̇𝑦
𝑧̇𝑧
∧ �

0
0
𝐵𝐵0

= 𝑞𝑞 �
𝐵𝐵0𝑦̇𝑦
−𝐵𝐵0𝑥̇𝑥

0
   

 
Or 𝑧̈𝑧 = 0 ⇒ 𝑧𝑧 = 𝑣𝑣0𝑧𝑧𝑡𝑡 + 𝑧𝑧0 = 0 ⇒ la trajectoire est plane si 𝑣𝑣𝑜𝑜𝑜𝑜 = 0 

L'intégration des projections sur 𝑢𝑢𝑥𝑥����⃗  et 𝑢𝑢𝑦𝑦����⃗  donne : �𝑚𝑚𝑥̇𝑥 = 𝑞𝑞𝐵𝐵0𝑦𝑦 + 𝐶𝐶1    (1)
𝑚𝑚𝑦̇𝑦 = −𝑞𝑞𝐵𝐵0𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2

   

Les conditions initiales 𝑥̇𝑥(0) = 𝑣𝑣0 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑦̇𝑦(0) = 0 donnent : �𝑚𝑚𝑥̇𝑥 = 𝑞𝑞𝐵𝐵0𝑦𝑦 + 𝑚𝑚𝑚𝑚0
𝑚𝑚𝑦̇𝑦 = −𝑞𝑞𝐵𝐵0𝑥𝑥

 

Donc (1) peut s’écrire : �
𝑥̈𝑥 = 𝑞𝑞𝐵𝐵0

𝑚𝑚
𝑦̇𝑦 = −𝑞𝑞2𝐵𝐵02

𝑚𝑚2 𝑥𝑥

𝑦̈𝑦 = −𝑞𝑞𝐵𝐵0
𝑚𝑚
𝑥̇𝑥 = −𝑞𝑞2𝐵𝐵0²

𝑚𝑚2 𝑦𝑦 − 𝑞𝑞𝐵𝐵0
𝑚𝑚
𝑣𝑣0

 

Donc : � 𝑥̈𝑥 + ω𝑐𝑐2𝑥𝑥 = 0
𝑦̈𝑦 + ω𝑐𝑐2𝑦𝑦 = −ω𝑐𝑐𝑣𝑣0

 𝑜𝑜ù ω𝑐𝑐 = 𝑞𝑞𝐵𝐵0
𝑚𝑚

 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑞𝑞 > 0 

⇒ �
𝑥𝑥 =  𝐴𝐴 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (ω𝑐𝑐𝑡𝑡)  +  𝐵𝐵 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (ω𝑐𝑐𝑡𝑡)

𝑦𝑦 =  𝐴𝐴′𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (ω𝑐𝑐𝑡𝑡) +  𝐵𝐵′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (ω𝑐𝑐𝑡𝑡) −
𝑣𝑣0
ω𝑐𝑐

  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥𝑥(0) = 0 ⇒ 𝐴𝐴 = 0

𝑥̇𝑥(0) =  𝑣𝑣0 ⇒ 𝐵𝐵 =
𝑣𝑣0
ω𝑐𝑐

𝑦𝑦(0) = 0 ⇒ 𝐴𝐴’ =
𝑣𝑣0
ω𝑐𝑐

𝑦̇𝑦(0) = 0 ⇒ 𝐵𝐵’ = 0

 

 

⇒ �
𝑥𝑥(𝑡𝑡)  =  

𝑣𝑣0
ω𝑐𝑐

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (ω𝑐𝑐𝑡𝑡)

𝑦𝑦(𝑡𝑡) =  
𝑣𝑣0
ω𝑐𝑐

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (ω𝑐𝑐𝑡𝑡) − 1)
 

 
Si on pose 𝑅𝑅 = 𝑣𝑣0

ω𝑐𝑐
 on a : 𝑥𝑥

2

𝑅𝑅2
+ (𝑦𝑦+𝑅𝑅)2

𝑅𝑅2
= 1 ⇔ 𝑥𝑥2 + (𝑦𝑦 + 𝑅𝑅)2 = 𝑅𝑅2, on retrouve bien l’équation d’un 

cercle de centre (0,−𝑅𝑅) et de rayon R si q>0. 
 
2. Mouvement rectiligne 

Si 𝑣𝑣0����⃗  colinéaire à 𝐵𝐵�⃗ , il n’y a pas de force initiale et donc pas de modification de 𝑣𝑣0����⃗ …donc le 
mouvement sera rectiligne 
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3. Mouvement hélicoïdal 
a. Si 𝑣𝑣0����⃗  est quelconque il va se rajouter une composante sur z : 𝑧𝑧 = 𝑣𝑣0𝑧𝑧𝑡𝑡 + 𝑧𝑧0 ainsi le 

mouvement en plus d’être circulaire va monter, ce qui va former une trajectoire 
hélicoïdale de pas ℎ = 𝑣𝑣0𝑧𝑧𝑇𝑇 = 𝑣𝑣0𝑧𝑧 · 2𝜋𝜋

𝜔𝜔𝑐𝑐
 

b. Les équations en x(t) et y(t) reste les mêmes à condition de remplacer 𝑣𝑣0 par 𝑣𝑣0𝑥𝑥. 
 

b) Soit un point M matériel de masse m se déplaçant sur la droite (Ox) et soumis à l’énergie 
potentielle 𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑥𝑥). Dans le cas de petites oscillations autour de la position d’équilibre, déterminer 
l’équation différentielle vérifiée par x. 
 

On développe l’énergie potentielle à l’ordre 2 autour de la position d’équilibre 𝑥𝑥0 : 

𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑥𝑥0) + (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)
𝑑𝑑𝐸𝐸𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑

�
𝑥𝑥=𝑥𝑥0

+
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2

2
𝑑𝑑2𝐸𝐸𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑥𝑥2

�
𝑥𝑥=𝑥𝑥0

+ 𝑜𝑜(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) 

Par définition de la position d’équilibre : 𝑑𝑑𝐸𝐸𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝑥𝑥=𝑥𝑥0

= 0, on pose 𝑘𝑘 = 𝑑𝑑2𝐸𝐸𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑥𝑥2

�
𝑥𝑥=𝑥𝑥0

 

⇒ 𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑥𝑥0) +
1
2
𝑘𝑘(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2 

 
Ainsi on approxime autour de la position d’équilibre la courbe 
par un puits parabolique, qui correspond à celui d’un 
oscillateur harmonique de position d’équilibre 𝑥𝑥0. Il est donc 
normal de retrouver l’équation différentielle d’un OH. 

𝐹⃗𝐹 = −
𝑑𝑑𝐸𝐸𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑

 𝑢𝑢𝑥𝑥����⃗ = −𝑘𝑘(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)𝑢𝑢𝑥𝑥����⃗  ⇒ 𝑚𝑚𝑥̈𝑥 = −𝑘𝑘(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) 

On pose 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0 et on obtient : 𝑋̈𝑋 + 𝜔𝜔0
2𝑋𝑋 = 0 𝑜𝑜ù 𝜔𝜔0 = �𝑘𝑘

𝑚𝑚
. 

 
 

c) Retrouvez les expressions de la première vitesse cosmique, puis de la seconde vitesse cosmique. 
(on donnera les applications numériques par rapport à un lancer à la surface de la terre) 

- Première vitesse cosmique : 
Le cas le plus simple de trajectoire liée est la trajectoire circulaire. Son rayon est noté r. Le principe 

fondamental de la dynamique appliqué à la masse donne : 

𝑚𝑚𝑎⃗𝑎 = −
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚′

𝑟𝑟²
𝑢𝑢𝑟𝑟����⃗  

⇒ 𝑚𝑚�𝑟̈𝑟⏟
0
− 𝑟𝑟θ̇

2
� = −

𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚′

𝑟𝑟²
 

⇒ 𝑚𝑚�−𝑟𝑟θ̇
2
� = −

𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚′

𝑟𝑟²
⇒ θ ̇ = �𝐺𝐺𝑚𝑚

′

𝑟𝑟3
 

 Au final, la vitesse sur l'orbite circulaire de rayon r s'écrit : 

𝑣𝑣1 = 𝑟𝑟θ ̇ = �𝐺𝐺𝑚𝑚
′

𝑟𝑟
= 7,2 𝑘𝑘𝑘𝑘 · 𝑠𝑠−1 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 

où m' est la masse du centre attracteur. 
 C'est ce que l'on nomme la première vitesse cosmique. C'est la vitesse minimale à communiquer 
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à un objet pour le satelliser. 
- Deuxième vitesse cosmique 
Il est intéressant de connaître la vitesse limite, pour laquelle l'objet partira au loin sans revenir, 

c'est ce que l'on nomme la vitesse de libération ou deuxième vitesse cosmique. C’est la limite entre les 
trajectoires fermées et ouvertes c’est-à-dire la trajectoire parabolique dont l’énergie mécanique est 
nulle : 

𝐸𝐸𝑚𝑚 =
1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣22 −

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺′
𝑟𝑟

=  0 

 

𝑣𝑣2 = �2𝐺𝐺𝑚𝑚′

𝑟𝑟
= 11,2 𝑘𝑘𝑘𝑘 · 𝑠𝑠−1 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 

 

d) Dans le cas d’un mouvement à forces centrales, démontrez l’expression de l’énergie mécanique 
sur une orbite circulaire, puis elliptique �𝐸𝐸𝑚𝑚 = − |𝑘𝑘|

2𝑎𝑎
�. 

- Mouvement circulaire 
L’énergie mécanique s’écrit : 𝐸𝐸𝑚𝑚 = 1

2
𝑚𝑚𝑣𝑣2 − |𝑘𝑘|

𝑟𝑟
= 1

2
𝑚𝑚 𝐺𝐺𝑚𝑚′

𝑟𝑟
− |𝑘𝑘|

𝑟𝑟
= 1

2
|𝑘𝑘|
𝑟𝑟
− |𝑘𝑘|

𝑟𝑟
= − |𝑘𝑘|

2𝑟𝑟
 

 
- Mouvement elliptique 
Pour un point matériel en orbite elliptique autour d'une masse m' immobile en O, l'énergie 

mécanique Em, est une constante du mouvement : 

𝐸𝐸𝑚𝑚 =
1
2
𝑚𝑚𝑚𝑚² −

𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚′

𝑟𝑟
 

 
En l'évaluant aux points d'approche et d'éloignement maximaux notés précédemment  A et P, 

la vitesse se réécrit en ces points : 

𝑣𝑣 = 𝑟𝑟θ̇ =
𝐶𝐶
𝑟𝑟

 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑃𝑃 (𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜) 

⇒ 𝐸𝐸𝑚𝑚 =
1
2
𝑚𝑚𝐶𝐶2

𝑟𝑟2
−
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚′

𝑟𝑟
 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑃𝑃 ⇒  𝑟𝑟2 −

1
2
𝑚𝑚𝐶𝐶2

𝐸𝐸𝑚𝑚
+
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚′

𝐸𝐸𝑚𝑚
𝑟𝑟 = 0 

Il est clair par construction que cette équation possède exactement deux racines positives, 
𝑟𝑟𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑟𝑟𝑝𝑝 tel que: 

𝑟𝑟 = −
1
2
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚′

𝐸𝐸𝑚𝑚
±
√∆
𝟐𝟐

 ⇒ 𝑟𝑟𝐴𝐴 + 𝑟𝑟𝑝𝑝 = 2𝑎𝑎 = −
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚′

𝐸𝐸𝑚𝑚
 

D’où : 𝐸𝐸𝑚𝑚 = − |𝑘𝑘|
2𝑎𝑎

 
 

Pour une orbite parabolique 𝐸𝐸𝑚𝑚 = 0 et pour une orbite hyperbolique : 𝐸𝐸𝑚𝑚 = + |𝑘𝑘|
2𝑎𝑎

 

 

e) Retrouvez l’équation différentielle d’un pendule pesant. 
Le solide est soumis à : 
- L'action exercée par la liaison pivot. On suppose cette liaison pivot idéale, ce qui implique que 

son moment par rapport à l'axe (Oz) est nul ; 
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- Son poids vertical descendant qui s'applique au centre de gravité G tel que : 
𝑀𝑀𝑧𝑧 = −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 

 On applique au solide la loi du moment cinétique par rapport à l'axe 
orienté (Oz) fixe dans le référentiel terrestre R supposé galiléen : 

𝑑𝑑𝐿𝐿𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐽𝐽𝑧𝑧θ̈ = 𝑀𝑀𝑧𝑧 = −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ⇔ θ̈  +
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝐽𝐽𝑧𝑧
= 0  

 

⇔  θ̈  + 𝜔𝜔0
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 0 𝑜𝑜ù  𝜔𝜔0

2 =
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐽𝐽𝑧𝑧

 

 
 


