Devoirs surveillés DS1 — Mécanique Physique : PC

Physique : DS11
PARTIE A - PLATEFORME EN MER (CCP — PC — 2019)
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Partie II — Modélisation : codage

Q21.

Il ne faut pas oublier de prendre la partie entiére car N est un entier. Le « +1 » est nécessaire car il y a un
intervalle de moins que de valeurs de N dans une liste.

N = int(tmax/dt+1)

Q22.

A I’aide de I’instruction linspace de numpy :

t = np.linspace(0, tmax, N)

On peut aussi créer une liste a 1’aide d’une boucle, puis la transformer (ou non) en tableau numpy :

t=1]

for i in range(N):
t.append(i“dt)

t = np.array(t)

En revanche ce code est plus long a 1’écriture comme a I’exécution...

Q23.
On peut écrire directement | x,,41 ~ ,, + v, - At | Pour I’expression de v, 1, il suffit de remplacer a,,

par la relation obtenue directement & partir de (11) : a = —2Cwov — wiz + F(t)/m, soit :

F.
Up+1 = Uy + (—2§wovn — wga:n + ﬁ) - At

Q24.

On suppose que 1’énoncé, lorsqu’il demande de « calculer toutes les valeurs de x[i+1] et v[i+1] » nous
demande de remplir les deux tableaux x et v.

On suppose que le tableau F a déja été défini et rempli. Les valeurs de N, k, dt, m, X0, vO, om0 et zeta
sont aussi supposées convnues.

L’énoncé utilisant le terme « tableau », nous allons utiliser des structures de type array de numpy
(structures plus pratiques a manipuler par la suite). On pouvait cependant utiliser des listes et 1’instruction
« append » pour compléter ces listes au fur et a mesure.

#remplissage de la premieére case de chaque tableau
x/0] =x0

v|0] =v0

E[0] = 1/2*(k*x0**2+m*v0**2)

foriin range( , N): #boucle pour calculer les valeurs suivantes
x[i] = x[i-1|+v[i-1]*dt #utilisation des relations de Q23
1]

vii| = v[i-1/+(-2*om0*zeta*v|i-1]-omO0**2*x[i-1|*F[i-1//m)*dt
E[i] = 1/2*(k*x[1]*

“2+m*v[i]*+2)
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Q25.

t+ At) —z(t
En partant de v(t + At/2) ~ z(t+ A?& z(t)
explicité sur la figure ci-aprés), en se placant au temps t=¢t, =n-Atf, soit
t+ At =t,1 = (n+1) Atainsiquet + At/2 =t,,1/2 = (n +1/2) - At, on peut écrire :

Tn+1 — X .
%, soit en effet : | Zy 11 & Xy + Vpy1 )0 - At

(calcul de la dérivée « au milieu » de I’intervalle comme

Upy1/2 =~

droite de pente v(t + %)——\
Bt 4 A [

X (t) ------- \\ droite deEPente %m

1
1
I 1
1 1
| :
1 1
1 1
1 1
1 1
At

b t+ 5 t+ At
Pour I’autre relation demandée les calculs sont plus compliqués : il faut comprendre que comme les
valeurs des x sont prises aux temps entiers et que les valeurs des v sont prises aux temps demi-entiers, les

valeurs des a sont elles évaluées aux temps entiers, comme les valeurs des z (il y a une quinconce de
répartition d’une valeur et de sa dérivée temporelle premiére).

Y

o(t + At/2) —v(t — At/2)

At
t=t,=n-Atetdonc t + At/2 =1, 110 = (n+1/2) -Atett —At/2 =1, 1/ =(n—1/2)-At:

On commence en écrivant a(t) ~ . En explicitant cette relation pour

Upt1/2 R Up_1/2 + an - At

Un+41/2 T Un—1/2

2
valeur moyenne de v entre t + At/2 et t — At/2 pour I’évaluer au mieux en ?).

Or a = —2Cwov — wix + F(t)/m, soit a, ~ —2(wy — w3z, + F,/m (on prend la

Remplacons a,, par cette expression dans la relation obtenue juste avant :
2 .
Vnt1/2 & Up_1/2 — CWo(Unti/2 + Vp_1/2) At — Wz, At + F, /mAL, soit :

Vnt1/2(1 + Cwolt) = v, _1/o(1 — CwoAt) — wgmnAt + F,,/mAt, soit finalement :

1-— ngAt ngt Fn

~ > _ I ———— 077 - At
On 2 oA T T ot ™ (1 + Gt

Q26.

Solution : Pour évaluer E[1+1], il faut la position et la vitesse a I'instant (i + 1)At. La vitesse n’étant pas
calculée sur les temps entiers, il faut I’évaluer par sa moyenne entre les valeurs décalées de Af/2 avant et
apres, ce qui demande d’avoir acces a la valeur qui sera stockée dans v[i+2] et qui ne sera évaluée qu’a
I'itération suivante de la boucle. Calculer E[i] par contre est réalisable dans la boucle qui puisqu’on aura
acces a toutes les valeurs de x et de v utiles.
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Q27.

. 1 1 1
Solution : E, = Ekxg + Emv’% _ Eer% N Em(

Vn-1/2tVp+1/2

2
> ) ce qui ce code en :

E[i]=0.5xk*x [1]**2+0.126*m* (v[i]+v [i+1] ) **2

Q28

Solution :

>>> ### les facteurs de proportionnalité
>>> facl=1l-zeta*omO*dt
>>> fac2=1/(1+zeta*xom0*dt)

>>> ### inittalisation: les tableauzr existent déja, je rTéinitialise juste les
- waleurs initiales

>>> x[0]=x0
>>> v[0]=v0

>>> ### la boucle demandée:

>>> for i in range(N-1):
v[i+l]=-fac2*omO**2*xdt*x[i]+facl*fac2*v[i]+F[i]*fac2*dt/m
x[i+1]=x[i]+v[i+1]*dt

Q29.

Solution :

>>> for i in range(N-1):
v[iit+tl]=-fac2*omO**2*xdt*x[i]+facl*fac2*v[i]+F[i] *fac2*dt/m
x[i+1]=x[il+v[i+1]*dt
E[i]=0.56*%k*x [1]#*2+0. 126 m* (v [1]+v [i+1]) **2

>>> ### Il reste le dernier élément du tableau E 4 remplir, pour lequel 2l faut un
- calcul de vitesse supplémentaire:

>>> vsup=-fac2*om0**2*dt*x [N-1]+facl*fac2*v[N-1]+F[N-1]*fac2*dt/m
>>> E[N-1]1=0.5%k*x [N-1]#%2+0. 125*m* (v [N-1] +vsup) **2
Q30.
Le code a écrire est tres court car il reprend en tres grande partie les lignes de code écrites dans les

questions Q24, Q28 et Q29

Laurent Pietri ~9~ Lycée Joffre - Montpellier
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Solution :

>>> def integration(F):
. "1 4 partir d'une excitation donnée par un tableau numpy, Tetourne le:
~ tableauz =, v et E, initialisés a 0.'"!
global algo # 0 pour Euler, 1 pour Leapfrop
### Initialisation. Le calcul de E[0O] est omis car tout est au Tepos
x=np.zeros(len(F))
v=np.zeros (len(F))
E=np.zeros(len(F))
## Valeurs wnitiales
x[0],v[0]=x0,v0
### Boucles
if algo==0:
# Fuler
for i in range(N-1):
x[i+1]=x[i]+v[i]*dt
v[i+1]=v[i]1+(F[i]/m-2+zeta*omO*v[i]-x[i]*om0**2)*dt
E[1i+1]=0.5xk*x [1+1]**2+0. 5 m*v [i+1]**2
elif algo==1:
# Leapfrog
for i in range(N-1):
v[i+1]=-fac2*omO**2xdt*x[i]+facl*fac2*v[i]+F[i]*fac2*dt/m
x[i+1]=x[i]+v[i+1]*dt
E[i]1=0.5xk*x [1]#*2+0 . 125*m* (v [1]+v [i+1])**2
# dernier élément du tableau E
vsup=-fac2+omO**2xdt*x [N-1]+facl*fac2+v[N-1]+F[N-1]*fac2+dt/m
E[N-1]1=0.5%k*x [N-1]**2+0.125+m* (v [N-1] +vsup) **2
else:
print ("Erreur: pas d'algo reconnu!")

return x,V,E

Q31.

L’écriture est immédiate :

def force(f, t, w):
return f*np.cos(w™t)

Laurent Pietri ~10 ~ Lycée Joffre - Montpellier
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Q32 —Ecrire une fonction force_exc() qui compléte et retourne le tableau F[] des forces d’excitation
en fonction du booléen exc défini globalement valant True si une excitation est appliquée au systéme, False
sinon.

Dans le cas ol exc==True, on appellera la fonction force définie précédemment en question 31. Dans le cas
ou exc==False, on prendra alors : F[1]=0, vi.

Solution : C’est étrange de ne pas passer les caractéristiques de la force en argument, mais les arguments
sont toujours spécifiés dans ce sujet.Je considére que 'amplitude de la force FO et sa pulsation om sont
définis par ailleurs avant I'appel et que Python ira les chercher en les considérant comme des variables
globales.

1| >>> def force_exc():

3 I """ Retourne le tableau décrivant la force d'ezcitation'''
ES global exc

P I F=np.zeros(N)

5| .. if exc:

ol o for i in range(len(F)):

% I Flil=force(F0,i*dt,om)

) I return F

Q33 —Donner alors les lignes de code permettant de réaliser la simulation numérique a partir des fonctions
précédentes.

>>> ### on reprend la définition des paraméires du probléme:

>>> zeta = be-2

>>> k = 2.7eb

>>> om0 = 2*np.pi/4 #T0=4s

>>> om = 2#np.pi/8 #Tv=8s pour la période des vagues

>>> FO = 5e3 #N, au pif, mais tel que T soit proche des 2cm en statique d'aprés la
~ wvaleur de k et celle de z0...

>>> m = 110e3 #110 tonnes

>>> x0 = 0.02 #m

>>> v0 = 0 #m.s -1

>>> tmax=10 #s d'aprés partie C
>>> dt=0.05 #s d'aprés le tableau fourni

>>> N=int (tmax/dt + 1)

>>> algo=1
>>> exc=0

>>> x,v,E=integration(force_exc())

Q34.
On suppose que d est un tableau numpy des données numeériques et que dref est un tableau numpy des

données analytiques.
On utilise la fonction np.max fournie dans 1’énoncé :

def ema(d, dref):
return np.max(np.abs(d-dref))

Laurent Pietri ~ 11~ Lycée Joffre - Montpellier
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Q35.

L’indice maximal a considérer est N-1 puisque dans un tableau de N éléments, les indices varient de 0 a
N-1.

Dans la question Q29 nous avons fait en sorte que E contienne N éléments : il n’y a donc pas lieu de
modifier la fonction ema car dans tous les cas on travaille avec des tableaux de méme longueur égale a N.
En I’absence de cette précaution, le tableau E ne comporterait que N-1 éléments et il faudrait se
restreindre a I’indice maximal N-2 pour le cas de E pour I’algorithme Leapfrog.

On peut proposer la fonction ema modifiée suivante qui permet de travailler avec des tableaux de
longueurs différentes :

def ema_mod(d, dref):
n = min(len(d), len(dref)) #on récupere la longueur du tableau le plus petit
return ema(d[:n], dref[:n]) #on utilise la fonction ema sur les n premiers éléments des tableaux

Partie IIT — Modélisation : analyse des résultats d’un cas simple

Q36.
Il faut que At < Ty, avec Ty = 4s.

Q37.
Dans les deux cas on cherche a déterminer a tel que EMA = k(At)%, soit encore

In(EMA) =Ink + aln(At). 11 suffit donc de tracer (ou de faire une régression linéaire sur)
In(EMA) = f(In(At)), la pente de la droite ainsi obtenue sera égale a 1’ordre o cherché.

Dans le cas de I’algorithme Leapfrog, 1’erreur est clairement d’ordre 2 par rapport a At alors que dans le
cas de I’algorithme d’Euler celle-ci est plutét voisine de I’ordre 1.

Algorithme d'Euler Algorithme Leapfrog
5 o
r?=0.9972097827837794 b4 r? =0.9999999962048485
®  5-1.159340393231944 34 ® a=1.9998782156061947

-7 -6 -5 -4 -3 -7 -6 -5 -4 -3

In(At) In(A?)
Q38.
1 9 1 2 2 N ’
L= §]mn+1 + §mvn+l, avec Tp41 = Tpn + VAt et v,11 = v, —wir, At dansle casouiln’ya

ni excitation ni amortissement.
De 1a, en développant tout :

1 1 1 1
Eni1 = imvi + ikmi + LA — mwd vy, t+ imwémi(At)Q + ikvi(At)z
| — M

En

Laurent Pietri ~12 ~ Lycée Joffre - Montpellier
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1
Soit finalement: | 41 = E,, + 3 (mwgz2 + kvZ) (At)?|. On en déduit que E,; > E,: I'énergie

mécanique calculée ne fait qu’augmenter proportionnellement a (At)* a chaque étape alors que dans ce

cas 1’énergie mécanique est censée se conserver.
Lors de I’utilisation de ’algorithme d’Euler entre t = 0 et t = £y, Cette erreur va se cumuler N — 1 fois

tmax
At

L’erreur cumulée sera donc proportionnelle a (At)? /At pour une valeur de ¢, donnée : On retrouve

(il y a N points au total dont ’instant initial déja connu). Or t.c = (N — 1) - At, soit N — 1 =

bien une erreur globale sur £ d’ordre 1 par rapport a At comme déduit des données du tableau 2.

Q39.

Dans le cas de ’oscillateur harmonique non amorti, 1I’équation différentielle est réversible : le fait que la
seule dérivée par rapport au temps soit une dérivée seconde permet de remplacer ¢ par —¢ sans modifier
I’équation (comme dans le cas de 1’équation de d’Alembert par exemple, et contrairement au cas d’une
équation de diffusion dont la présence d’une dérivée premiere par rapport au temps traduit un phénomene
non réversible).

Q40.
Dans le cas de I’algorithme d’Euler : x,,.1 = x,, + v, - At et Ty, = Typq1 + Vpt1 - (—AL), s0it :

Tn = Tp + (U — Upt1) AL

On en conclut directement que [’algorithme n’est pas réversible dans le temps puisque
Un7évn+lz>fn7éxn-

Dans le cas de l’algorithme Leapfrog, =, 1 = 2y + Upq1/2AL0 €8 Ty = Tyy1 + Upg1-1/2(—At): la
vitesse utilisée pour les deux calculs est la vitesse évaluée au point milieu entre ¢ et t + At (entre les
points n et n + 1) : c’est donc la méme dans les deux relations. On en déduit que T, = Ty,.

Pour conclure quant a la réversibilité dans le temps ou non de cet algorithme il faut maintenant vérifier si
Up—1/2 = Unp—1/2 ounon. C’est ’objet de la question suivante.

Q41.
Ce n’est pas la peine de faire 1’étude pour 1’algorithme d’Euler puisque nous avons déja conclu quant a sa

non réversibilité dans le temps.

Dans le cas de I’algorithme Leapfrog, il faut verifier si v,,_;,o2 = v,,_1/2 ou non (et non pas si Un, = vy,
comme demandé dans 1I’énoncé !). D’apres la question Q25, Lorsqu’il n’y a ni excitation externe, ni
amortissement (=0 et F,=0), on a v, 10=v,_1/2— wnwg At  ainsi  que
Up_1/2 = Uny1/2 — Towi - (—At), les vitesses étant évaluées au instants ¢ — At/2 et t + At/2 (c’est &
dire pour les points n — 1/2 et n + 1/2) et x étant pris au milieu, c’est a dire a I’instant ¢ (donc au point n

).

On en déduit que U,,_1 /2 = v,_1,2 et que I’algorithme Leapfrog est réversible dans le temps.

Q42.
Dans le cas de I’algorithme d’Euler, I’erreur augmente en moyenne avec le temps méme si elle s’annule

périodiquement. Il faudrait vérifier comment évolue I’erreur sur la vitesse mais il est trés probable que
celle-ci soit maximale localement quand celle sur x est nulle et inversement.

Laurent Pietri ~13 ~ Lycée Joffre - Montpellier
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Dans le cas de 1’algorithme Leapfrog, I’erreur n’augmente pas en moyenne et reste inférieure & 1 x 102,
Il n’y a pas de dérive contrairement au cas de ’algorithme d’Euler.

Q43.

L’algorithme d’Euler est plus facile a implémenter, comporte moins de calculs machine, et reste adaptable
facilement a d’autres équations différentielles. En revanche il induit une erreur plus importante que pour
Leapfrog et qui, de plus, augmente réguliérement avec le temps (dérive). Il est aussi plus sensible a At,
dont la valeur sera choisie en général plus grande pour des simulations longues afin de ne pas multiplier
exagérément le nombre de points a calculer et a stocker. Pour toutes ces raisons il n’est pas souhaitable
pour des simulations de plusieurs heures.

L’algorithme Leapfrog est plus compliqué a implémenter et demande plus de calculs par la machine. En
revanche il est souhaitable pour des simulations de grande durée car il n’induit pas de dérive.

— FIN -
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