Cours : Physique quantique Synthese et savoir-faire Physique : PC

MQ1/2 — Synthese

e Fonction d’onde et équation de Schridinger

Une particule massique est décrite par une fonction d’onde Y (x,t) qui est un champ complexe.

- 1 est normalisée : fj;oll,l}(x, )|?dx =1;

- |(x,t)|? représente la densité linéique de probabilité de présence de la particule & l'instant t.

Pour une particule soumise a un potentiel V(x), la fonction d’onde est solution de 1’équation de Schrodinger :
0¥(x,t) h? 02 ¥(x,t)

e T T o

La relation de dispersion des OPPH de matiere est : hw = % +V(x)

i + V(x) H(x,t)

o [Ltats stationnaires

On appelle état stationnaire un état quantique d’énergie constante E. La fonction d’onde d’un état stationnaire s’écrit
iEt
s Hx,t) = p(x)e ® . ¢ est appelée fonction d’onde spatiale et est solution de I’équation de Schrodinger indépendante du

temps :
h? 9% p(x)
2m  0x?

+V@)px) = E p(x)
e Particules libres (V(x) = 0)

Une particule libre de quantité de mouvement p est décrite par une fonction d’onde plane progressive harmonique :
i(xpx—Et)

Yx,t) =Poee =1, elEkx—w)
Une OPPH n’ayant pas de réalité physique, une particule libre réelle est décrite par un paquet d’ondes de maticre.

L’extension spatiale Ax du paquet d’ondes est liée a la largeur de son spectre en quantité de mouvement Ap par I'inégalité
de Heisenberg :

Ax=+/<x2>-<x>2

N

= AxAp =
Ap=\/<p2>—<p>2
Ax et Ap sont respectivement appelées indéterminations quantiques sur x et sur p. L’enveloppe du paquet d’ondes se
N . h . N . . .
propage a la vitesse v, = fn—o = % qui correspond a la vitesse classique de la particule.

Le vecteur densité de courant de probabilité de présence J est défini par :

. . ) hk * Puits de profondeur infinie :
JG ) =px,t) vy =0 [y (x, )]
s71 m™1 g1 n=3

e Puits de potentiel infini et quantification de l’énergie

i
-
AN

Le potentiel infini sur les bords du puits impose ¢@(0) = ¢(a) = 0. Ce probleme est

analogue formellement a la corde fixée a ses deux extrémités. Les longueurs d’onde possibles

VA A A A A A A
A
-
N

N . s 2a .
pour 'onde de matiere dans le puits sont quantifiées : 1, = —avecn € N*, ce qui impose
2 fLZTL'2
2ma?’ a

)

que 'énergie de la particule dans le puits soit elle aussi quantifiée : E,, = E, = n

e Puits de potentiel fini et quantification de [’énergie e Puits de profondeur finie :
La fonction d’onde peut sortir du puits et pénétrer dans les zones de potentiel V,.La . (x, 1)
localisation de la particule dans le puits est moins stricte que dans le puits de profondeur
infinie, il s’ensuit une diminution des énergies des états stationnaires.

e Barriére de potentiel

Pour un saut de potentiel de hauteur finie, on admet que la fonction d’onde @(x) ainsi

o de(x) . iy L s 1o .
que sa dérivée spatiale sont continues. Ces conditions aux limites associées a I’équation

de Schrodinger permettent de connaltre I’expression de la fonction d’onde ¥ en présence d’un
potentiel V(x ) constant par morceaux.

L’onde de matiere associée a une particule d’énergie E <V, pénéetre a 'intérieur de la
barriere de potentiel sous forme d’onde évanescente. L’amplitude de l'onde décroit

exponentiellement dans la barriere de potentiel sur une distance caractéristique &8 = =

NI, L’onde de matiere en sortie de la barriere est non nulle, il existe une onde transmise au travers de la barriere, on
m(Vo—

parle d’effet tunnel. L’effet tunnel joue un réle important en microscopie a effet tunnel et dans la compréhension de la
radioactivité a.
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a) Démontrer que la fonction d’onde dans le cas des états stationnaires s’écrit :
(1) = (e = pGe” T
b) Retrouver l'expression de la fonction d’onde et les niveaux d’énergie dans le cas du puits infini.
¢) Retrouver I'expression de I’énergie de confinement quantique.
d) Dans le cas du puits fini, a partir d’une représentation graphique, donner qualitativement les valeurs des niveaux
d’énergie. Comparer les au puits fini.
e) Effet tunnel : écrire les conditions aux limites puis donner ’expression du coefficient de transmission dans le cas

d’une barriere épaisse a partir du résultat général suivant :
1
2

Vs 2
1+ ET, =5 sh?(qa)

T =

Exercices classiques : (les sujets d’annales surtout)
- MQ26 — Radioactivité alpha
- MQ24 — Enclos quantique
iE

a) Démontrer que la fonction d’onde dans le cas des états stationnaires s’écrit : ¥(x,t) = p(x)e 't = p(x)e” "

Ecrivons la condition de normalisation de la fonction d’onde sur la fonction f(t) ¢(x)
[ ¥ 0rdx =1 17 OF [ lowPdx = 1217@)] = cste
D D

On peut tout a fait choisir |f(t)| = 1 et faire « rentrer » la constante dans @(x). Cela impose & la fonction @(x) d’étre

normalisée comme suit :
[torzax =1
D

On peut donc écrire la fonction d’onde sous la forme suivante :
() = p(x)e®
ot a(t) est une fonction du temps, indéterminée pour le moment.

On injecte la fonction d’onde obtenue dans ’équation de Schrodinger :

ia(t) 2 12 ia(t)
2@ I OWETT) Ly pe®

at © 2m , azxz( ;
da(t) . h* 0%p(x) . .
< — ho(x) (a)t e“"(t)2 = :%—m)v e™® + v (x)p(x)e*®
da(t h* 0°p(x .
— = 4V ia(t) 0
R 2m o(x) 97 + V(x) car p(x)e *
K% H(x
o — ha(t) = —2—(‘)( ) v
mo() e
Posons @ (t) = —w. Le produit Ad est homogene & une énergie donc on pose @(t) = —w et E = ho.
= a=—wt+ a(0). La constante peut étre mise dans ¢(x) d’otu :

) iE
=Y, 0 = px)e ™ = p(x)e” '

b) Retrouwver Uexpression de la fonction d’onde et les niveaux d’énergie dans le cas du puits infini.
- En dehors du puits
L’équation d’onde de Schrodinger indépendante du temps s’écrit :

hZ 62
ST s viet) = E o)

Or V(x) - o donc nécessairement ¢(x) - 0

- Dans le puits
L’équation d’onde de Schrédinger indépendante du temps s’écrit :

h? 92%¢(x) 0%¢p(x) 2mE
2m  0x? 0() = 0x? * h? o)
1" cas E < 0 : On pose k = ’— ZZZE et la solution s’écrit : @(x) = Ae** + Be™**

Or :
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A+B=0

o =p@=0={, ' S _,
A=

A=— 0
= {ZA sh(ka) =0 = {ou ka = 0 (impossible)
Par conséquent : ¢(x) = 0.

<P(X)

2me cas E=(0 : l'équation de Schrodinger s’écrit : =0=>0¢x)=4Ax+B

Or :
0(0) = 9p(a) = 0 = ¢(x) = 0 ce qui n'est pas une solution acceptable

3me cas E >0 :On pose k = ’ 7 et la solution s’écrit :

¢ (x) = Asin(kx) + Bcos(kx)
Or :

0(0) = p(@) = 0= { Asif(,fa)o _,

{A = 0 (inintéressant)
ousin (ka) =0
Afin d’éviter la solution A = B = 0, on impose sin (ka) = 0. Les seules valeurs permises pour le vecteur d’onde sont les

valeurs :
nmwo i
k,=—oun€eN
a

. . /nm
=0, (x) = Apsin(k,x) = Aysin (7 x)
La constante A, doit étre déterminée par la condition de normalisation :

a
f |(pn(x)|2dx =1
0

o anA%sinZ (%tx) dx =1

@Azf sin ( )

A2><— 1
Ty
2
@An= E
2 nm
=0, (x) = Esin(;x)

A partir de la relation k = ’ ;ln on obtient les valeurs possibles de 1’énergie de la particule quantique :

 R%K? h? nir?
"7 2m 2m a?
h2m?
E — 2
= En 2ma?

On remarque que la baisse de « hauteur » du puits entraine une baisse des niveaux d’énergie.

¢) Retrowver Uexpression de l’énergie de confinement quantique.

Nous avons montré ci-dessus que la fonction d’onde pouvait s’écrire comme la somme de deux ondes harmoniques
planes progressant dans des sens opposés, caractérisées par des vecteurs d’onde :

E = tknlly = Py = TPpUy
On conclut que la quantité de mouvement moyenne de la particule quantique est nulle, quel que soit le niveau d’énergie
considéré :
(px) =0
= py = (D) — (p)? = (p2)

Or dans le puits :
Ax <a

h
Ap, Ax >E
h h2
:>Apx_2 :><px)_7

Dans ce méme puits :
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V(ix)=0
i
E=F =%
¢ 2m

On en déduit que I’énergie cinétique de la particule quantique confinée dans le puits est bornée par une valeur minimale :
2

E.2—X-—
¢~ 4a2" 2m
hZ
=F> Ec,min = W
d) Dans le cas du puits fini, d partir d’une représentation graphique, donner V(x)
qualitativement les valeurs des niveaux d’énergie. Comparer les au puits fini.
Supposons que ’on connaisse une fonction d’onde propre ¢(x) solution de I’équation de Vo >0 ——
Schrodinger indépendante du temps, et correspondant a une valeur E de 1'énergie : Régionl| Reégionll |Région 111
d? ga(x) E >0
e hz T (E - V6))p(x) = 0
X
Lorsqu’on transforme X en -x, cette équation se transforme comme suit : a a
dz(p( x) d? p(—x) 2 2
d(—x )2 h2 (E V(- x))(p( x) = ODT h2 (E V(x))(p( x)=0

On constate que ¢(x) et p(—x) sont toutes deux des fonctions d’onde propres associées a la méme valeur de 1'énergie E.
On peut alors construire, deux nouvelles fonctions d’onde propres :
{CDS(X) = y(p(x) + p(=x))
9, (%) = y(p(x) — o(—x))
@, (x) est une fonction paire de x (fonction d’onde propre symétrique)
@, (x) est impaire (fonction d’onde propre antisymétrique).

Les états liés de la particule quantique correspondent a 0 < E < VO. Les fonctions d’ondes doivent vérifier :

X
Région II : d¢(2 ) E p(x) =0
o d? p(x )
Région I et I : (E Vo) p(x) =0
d 2 <0
Posons :
2m
= |2 o(x
k hZE Région II : ()+k2 p(x) =0
- a2 p(x)
2m ai . — 42 —
4= |-22@E -V, Région I et 111 T2 q“p(x) =0

Régionl: ¢ (x) = Aje? + Bie™ "
et ¢, (x) = C; e + De™ %
Région 11l : ¢ (x) = Aje™ % + Bie?
et ¢ (x) = —Cie” 7 — D;e%™
Région Il : ¢ (x) = A, cos(kx) = ¢ (—x)
et ¢, (x) = C;sin(kx) = —¢_(—x)

La fonction d’onde propre ne peut pas diverger :
En x - —oo, dans la région I
En x - 400, dans la région III
D’otu :
Régionl: ¢ (x) = AeT et ¢ (x) = Cie%
Région Il : ¢ (x) = Aje™ ™ et ¢ (x) = —Cre™ %"
Région Il : ¢ (x) = A, cos(kx) et ¢ (x) = C; sin(kx)

On admet la continuité de ¢ etz—f aux limites qui provient de I’équation de Schrodinger d’ou :

a _qa ka
@, (_E> Aje 2 —Azcos<2)
do, ka

ka
qa =q= ktan( > )
I =qAl,e 2 = —kA,sin (—7)

_a
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Avec ¢, (x) on obtient :

a _qa ) ka
?, (_E) = (e 2 =C(,sin (—7>

ka
do _qa ka\ = q = —k cotan (—)
dxa P =qC,e” 2 = kA, cos (—?> 2
Posons :
ka
X=— { Y = X tan (X)
Y_@j Y = —X cotan (X)
)
De plus :
2mV,
k* +q* = 2
ma?V,
XZ YZ — RZ — 0
=X+ oh?

Il s’agit donc de trouver les intersections de ce cercle d’équation X2+ Y2 = R? avec les courbes d’équation Y =

Xtan(X) et Y = —X cotan(X)

Pour une largeur du puits « a » donnée, ces intersections sont en nombre fini.

[ 5 : T : :
i O : : Rl :
N . . - .
PN : N :
E NG
Y : : &
BEYE Y N
4 I B
{ \
X \Ng
-\ \:
| I:
0 0‘5]’! I |.‘5Tr n ZjSJT i 3151’( 4 4?57{ sm 0 05T Im 15m 2m 2.5m W 35m 4m 45m ST
X X
. k . Py .
Solutions pour X = 7‘1 etY = qz—a dans le cas des solutions symétriques d gauche et 5
antisymétriques a droite. Sur notre exemple on a : . Vo ——
X, ={0,497;0,957; 1,41 ; ...; 4,11} soit neuf valeurs. o N .
Les solutions obtenues sont en nombre fini et alternent entre solutions symétriques et
antisymétriques. Aux solutions discrétes obtenues pour X, correspondent des valeurs quantifiées
de k donc de I'énergie.
En repérant par un indice n les solutions obtenues pour X (avec n pair pour les solutions ,
symétriques et n impair pour les solutions antisymétriques), on obtient : Eq
27,2 2 :
_ hek; _ 2n° “a a A
"2m ma?’" 2 B

e) Effet tunnel : écrire les conditions aux limites puis donner lexpression du

coefficient de transmission dans le cas d’une barriére épaisse a partir du résultat
"y , 1
général suivant : T = 3

1 sh2(qa)

Vo
tiEWo-E)
On se limite aux états liés de la particule quantique correspondent a 0 < E < V. Les

fonctions d’ondes doivent vérifier :

RégionI| RégionIl  [Région IIT
E =0

L d’e(x) 2m
Région I et 111 : 12 +FE(p(x) =0
Région Il : dz(p(x) 2m E -V, =0
egion 1l : W"‘ﬁ( :0 0) o(x) =
Posons
2m
- 2= d?o(x
k h? E Région I et I : dqa)c(z ) +k*o(x) =0
L d?¢(x)
Région II : Fe q’eo(x) =0
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D’ou les solutions :
Région I : ¢(x) = Ae™** + Bje*
= Région Il : ¢(x) = Aze*™ + Bye ™
Région Il : ¢(x) = A,e? + B,e™ %

Dans la région III, on a superposition d’'une OPPH se propageant dans le sens des x croissants et d’'une OPPH se propageant
dans le sens des x décroissants. Mais, physiquement, dans la région III, il ne peut pas y avoir de particules venant de la
droite puisqu’il n’y a pas de sources a +oo donc donc Bz = 0.

Exploitons les continuités de ¢(x) et ¢'(x) aux limites.

Soit :
a ke ika @ g
(p(_5> =A16 2 +Ble 2 =A26 2 +Bze 2

a tka qa _qa
(p(—)=A362 =A262 +Bze 2

2
! o (- g) = ik (Ale_ikTa - Ble“‘T“) —q (Aze_% ~ Bze%)
4 (%) - ikA3eikTa =q (Aze% - Bze_qz_a)

Apres calculs on obtient (cf cours) :
1
2

Vs 2
1+ msh (qa)

T =

2qa
Supposons le cas d’une barriére épaisse tel que : ga » 1, alors sh? (qa)~eT > 1.
D’ou :
16E(Vy, — E 2a 1 h
o 16EW,—E) _za

N

ouo=—=

v q J2m(V, - E)
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