Cours : Thermodynamique Synthese et savoir-faire

Physique : PC

TH1 — Synthese

. Premier et second principe industriel
Dans le cas d’un écoulement en régime stationnaire de débit massique D,,, la variation d’énergie totale massique entre l’entrée et la sortie d'un

organe est

donnée par le premier principe industriel :
[h+e.+ey] =w,+q ou Dyplh+e.+eyle =Py + Py

ou w, est le travail utile massique correspondant au travail autre que les forces de pression regu par un kilogramme de fluide en écoulement et ¢ est le

transfert thermique massique regu correspondant au transfert thermique regu par un kilogramme de fluide en écoulement durant la traversée de 1'organe.

Dans le cas d'un écoulement en régime stationnaire, la variation d’entropie massique entre l'entrée et la sortie d'un organe est donnée par le

deuxieme principe industriel :

5q
Ss = Se = Sgcn t Scrase OU Se =f7 ets. =0
s

ou s, est I'entropie massique créée et s, est I'entropie massique échangée lors d'un transfert thermique avec une source a la température Ty.

. Diagrammes thermodynamiques
Les diagrammes (p, h) ou (T, s) sont utilisés en pratique pour représenter I’évolution de 1'état du fluide au cours du cycle d’une machine thermique :

isenthalpes InP

i
Others,,

N
\ isentropes

h

laquelle la grandeur constante sur la courbe augmente.

|
Ny Courbes du diagramme (InP, ). Les fleches indiquent la direction dans

Calculs de différentes grandeurs massiques sur le palier de changement d’état

Un systeme diphasé L-G vérifie les relations suivantes :

Les relatio

o
~

(=¥
=

e oo

Calculs de différentes grandeurs massiques dans la zone liquide ou vapeur

PouT C
//‘ Y =Xyt XY (Y=Y ey
L / L+G G xp = 2L = MM Ay = (xg2 — Xg1) Avapy
/S M ye-yL MpMg qui peut aussi s’écrire : Ah Apaph
My Mg MM au p As = et Ayqps = —2=
f! X, = 1-— Xg = Y Tvap Tvap
/ souh L¥a oﬁy:{s,h,v,...}
Yo b Y6

dh = ¢,dT = cdT = Ah = cAT Ah = ¢, AT et Au = ¢, AT
iquide : cdT T : assimilée 3 az parfait -
Zone liquide : ds =" =As=cln (_i) et zone vapeur assimilée a un gaz parfait : As=c,ln (E) _Rp (p_z)
Ty M P1

Formules de premiére année utiles sur les exercices des machines dithermes avec changement d’état

R cp
C,—Cy, =— et—=
P vy P Y

Ry —R
ns de Mayer : &= etcy

. . _ Y _ 1
Enmolaires : Cppy = Ry_—1 et Cpm = Ry_—1

1
P M1 T M1 ,les lois de Laplace pour une transformation isentropique.

; T Ten—T
( MOtBUF:T=—MetrC=1—£=M
dch Tch Tch

. L T
Rendement, efficacité et COP : { Machine frigorifique : COP = L et COP, = —Z—
’ Wutile Ten=Tgr

Pompe & chaleur : COP = — 2 ¢t COP, = —1<

Wutile Tcn=Tgr

TH1 - SVF

pV? = cste
TV = cste
T'p'~" = cste

Rappeler les deux identités thermodynamiques de U(S,V) et H(S, P). En déduire deux expressions de dS pour un gaz parfait. En déduire une

expression de dS en fonction de dV et dp. En déduire les lois de Laplace.
Démontrez que Q, = AU et Q, = AH

Démontrez I'expression du rendement d’un moteur ditherme de Carnot puis les efficacités

dune pompe & chaleur ou d’un réfrigérateur fonctionnant suivant un cycle de Carnot.

Chaudigre

()

Démontrez les relations de Mayer.

Expressions de dH et dS pour une phase condensée

Démontrez le PPI en énergie puis en puissance.

Démontrez le second principe de la thermodynamique pour un systéme ouvert.

Gondenseur

Alternateur

Tracer un cycle de Rankine en diagramme (T, s) et (P, h). Dans un cycle de Rankine, le

o

fluide est un liquide saturant apreés le condenseur, une vapeur saturante apres la

chaudiere, un mélange diphasé a la sortie de la turbine. Dans la pompe et la turbine, les transformations sont isentropiques. Dans la chaudiere

et le condenseur elles sont isobares.
Théoreme des moments chimiques.
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Cours : Thermodynamique Synthese et savoir-faire Physique : PC

Ezercices classiques a connaitre :
- TH12 — Turbomachine avec changement d’état
- TH13 — Ecoulement supersonique

a)  Rappeler les deux identités thermodynamiques de U(S,V) et H(S, P). En déduire deuz expressions de dS pour un gaz parfait. En déduire une
expression de dS en fonction de dV et dp. En déduire les lois de Laplace.

Identités thermodynamiques : dU = TdS — pdV et dH = TdS + Vdp

C,dT R nR (dT av

s =Y Py er (a5 =220 4 22 4y ayer [ ds = (—+(y-1)—)
d'ot - A et v
dS—dH Vd dS—deT—ﬂd . nR ( dT ( 1)dp)

=7 T T p P B AU

En combinant les deux équations afin d’éliminer les a.
dS, nR AV (y—1dp -1 dv 1dp nR dv dp
ds, ——= y-1)—+ — | = dSan<—+——)st= ( —+—)
oy V—1<y v Yy p vV oy vy

Les lois de Laplace sont valables pour les gaz parfaits qui effectuent des transformations isentropiques d’ou dS = 0

(d5=ﬂ(d—T ( —1)d—V)=0

+
! nil? ! dT Y dp Ln(T) + (y — DLn(V) = cste TVY~! = cste
=4 ds= y—1 (V? -r-1 ?) =0=1yLn(T) — (y — DLn(p) = cste = {T'p'¥ = cste
- = Y =
s — nR ( dv . dp) e yLn(V) + Ln(p ) = cste pVY = cste
Ty )T

On peut bien entendu retrouver facilement une formule a partir d’une autre a l'aide de pV = nRT

b)  Démontrez que Q, = AU et Q, = AH
- Premier principe : AU = Q + Wyyession 07 Wypession = 0 si transformation isochore.
=AU = Q,
- Premier principe : AU = Q + Wyyession 0T Wypression = —PAV si transformation isobare.
=AU + pAV = Q or p = cste donc =AU + pV) = Q=AH = Q,

¢)  Démontrez Uexpression du rendement d’un moteur ditherme de Carnot puis les efficacités d’une pompe da chaleur ou d’un réfrigérateur
fonctionnant suivant un cycle de Carnot.

w 1
Définitions : r = —Q—C, er = % et eppc = —% = (;)
Premier principe sur uncycle : AU=W + Q.+ Qf =0

lSecond principe sur un cycle pour la réversibilité : AS = Sg, =0 = % + %
c f
(On a supposé les températures de contact avec les sources constantes)

+ 2pp T, T,—T,
:>r=u=1+&21——f=c—favec0<r<l
Qc Qc Te Te
poten - T
ol epye = T,
Pour le réfrigérateur :
S T S S
W+ 1.9 L T.-T;
Qs Ty

Dans les sujets de concours on appelle aussi ces rendements (efficacités) de Carnot, rendement mazimal ou rendement réversible.

d)  Démontrez les relations de Mayer.
GP

Par définition : H = U + pV 2 U + nRT = dH = dU + nRdT =(,dT = C,dT + nRdAT =C, — C, = nR
Que l'on peut aussi écrire en molaire et massique :

Cpm_Cum:R
R
) —Cp=—
14 v M
R 1 R
¢ N b= Chl o= e
Onpose : L=y =yc,—¢c, =— = R yy et yy et VR valables pour les GP
& M c,=— C, =nR — Com =V—
P M y-1 y-1 p y-1

e)  Expressions de du,dh, ds et As pour une phase condensée :
Identités thermodynamiques :
{du =Tds — pdv
dh =Tds + vdp
Dans le cas d'une phase condensée dv~0 (fluide incompressible)et v K 1 = du = dh = TdS
D’apres la premicre loi et la seconde loi de Joule : du = ¢,dT et dh = ¢,dT = du = dh = cdT
Et : ds =<7

T
=AS =cln (#) (On suppose ¢ constant)
i
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f) Démontrez le PPI en énergie puis en puissance.

at ar+dr
vedt
Se
1 —
e :] * . %. o
vedi
S¢ el
T —
Sm, Us " Vs
; " = om
Systéme ouvert I, considéré de volume ¥ I: Systeme fermé X ; considéré que I'on suit au
(volume de contréle) cours du temps

On applique le premier principe au systéme fermé 3 entre t et t-+dt :
AU + dE; + dEpeye = W + Q

Afin de simplifier le calcul, on note U = U + E; + Ep, oyt

Dou :
vy, = W, + W, + %
variation travail utile  travail des forces ~ Echange d'énergie
d'énergie ou travail ‘autre de pression sous forme
dans Xy de chaleur

On calcule les différents termes :
dUs, = dUs, + dmsus — dm,u,

f
W, = P,dt
8Q = Pdt
SW. = SV _bs Pe _bs Pe _
b = —Ds6V; + .6V, = ——mg + —6m, = ——dm; + —dm, = —p,v,6m, + pv,6m,
Hs He Hs e

D’ou le bilan :
aus, + dmgu; — 6meu, = W, + 8Q — psvsdm; + p,v.0m,

< dUs, + 6ms(us + pgvs) — Sme (U, + peve) = SW,, + 6Q

Or l'enthalpie est définie par : H=U +pV =h =u+pv
=dUs, + mghy — dmeh, = 6W, + 5Q
On se place en régime stationnaire : { sm, d:g?m_e 0: sm
Dou :
sm(hs —h,) = W, +8Q (1)
=hs—h,=w, +q

w, _8Q

v? g )
:[h+7+gz]e=wu+q ouw, = m etq om

- En termes de puissance on « divise » (1) par dt :
Dm(hs _he) =P, + Py

g)  Démontrez le second principe de la thermodynamique pour un systéme ouvert.
Draprés le second principe sur un systéme fermé : dSs, = S5, (t+dt)— Szf(t) = 8Sscn + 85,
L'entropie étant extensive, on définit pour chacun des éléments de fluide X et %, les entropies massiques s, et s, d’ou :
dSs, +dmgs; — dm,S, = 8Secn + 0S¢

On se vl boime stati . { dss, =0
n se place en régime stationnaire : Sm, = 6m, = om
8Ssen S,
= 8m(ss — S.) = 8Ssep + 85, &85 — S, = 6:12 8_1:1
& Ss = Se = Ssch t+ Screce
h)  Tracer un cycle de Rankine en diagramme (T,s) et (P,h). Dans un cycle de Rankine, le Chaudiére

fluide est un liquide saturant aprés le condenseur, une vapeur saturante apres la chaudiére,

©,

un mélange diphasé a la sortie de la turbine. Dans la pompe et la turbine, les transformations

sont isentropiques. Dans la chaudiére et le condenseur elles sont isobares. LR 5 SR L A . ft [
Condensaur Alternataur
|
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| 5 N
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(g,
/r //‘v/
/// //

£
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Souvent le cycle de Rankine est amélioré par un surchauffeur afin de maintenir E dans la zone vapeur saturante (le point D se retrouve dans la zone

vapeur séche) ainsi les pales de la turbine sont moins endommagées.
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i)  Théoréme des moments chimiques

PouT 8
L. G
M
My Mg
/i i
f 1
i E souh

>

i
I
I
i
!
Yo y YG

Quel que soit le diagramme utilisé les relations restent les mémes en (Inp, h), (T, s), (p, v) ou (h, s).

Pour un milieu diphasé on a :
Y =xyL + XY
ou
Y =myy, +mgys

Or :x;+x5=1=y=(1-x5)y, + %Y

Par conséquent : x; = ;’ ‘3;L
=YL
y—-y. MM
Xg = -
=3 ¢ Yo — VL MLM(;
_ MM,

=1—x.=
Xy, Xg MLMG

Si on introduit les grandeurs de changement d’état on peut aussi écrire : y =y, + X Apqpy

TH2 — Synthese

. Flux de particules
Le nombre de particules SN traversant une surface élémentaire orientée ds pendant dt est : 6N = ]_,{IS’) dt

O J, est le vecteur densité de flux de particules.

Le flux de particules au travers d’'une section S est : ¢, ) = o _ [f.Jn(M, t) .ds
N R g
o1 m=2s~

—
Les particules qui se déplacent participent au flux positivement si elles traversent la surface dans le sens de dS, négativement sinon.

. Bilan de particules

Le nombre de particules entrant (et sortant) dans le volume dt entre t et t + dt s’écrit :
3D

SNe = __0¢y _ Ojn - T
sen = (PnCx, DAt — ¢, (x + dx, t))dt = — o dxdt = —Ed‘rdt = §Ngep, = —div j, (M, t)dzdt

Le nombre de particules créées dans le volume dt entre t et t + dt s'écrit : N, = (M, t)drdt
La variation du nombre de particules dans le volume dt entre t et t + dt est AN = SN, 4+ 6Ngg,. On en déduit le bilan local de particules :

on(M,t R
% =—div],(M,t) + a(M,t)
. Loi de Fick et équation de diffusion
Loi de Fick j, =—- D gradn= % = D An(M,t) + a(M,t). Dans le cas d’absence de termes de création : ang‘:'t) = DAn(M,t)
4 [ v

e T
Les échelles caractéristiques spatiale § et temporelle T d’un phénomene de diffusion sont liées par la relation : § ~ VDt

Le phénomene de diffusion peut étre modélisé microscopiquement comme une marche au hasard de la particule diffusante. Dans le cas d'un gaz, la

m—2s-1 m2s—1 m—4

particule diffusante se déplace a la vitesse quadratique moyenne v* et subit des chocs espacés en moyenne d’une distance égale au libre parcours moyen

£* du gaz. Le coefficient de diffusion dans un gaz s’écrit alors : D ~ £*v*.

. Régime stationnaire
2.
En régime stationnaire, ’équation de la diffusion devient : An(M) = 0 ou % =0oudiv], =0..; Il sensuit que le flux de particules se conserve

en régime stationnaire le long d'un tube de champ de J,. On dit que J, est a flux conservatif.

TH2 - SVF

a)  Montrer que le vecteur densité de courant de particules en un point M de lespace vérifie : jJ(M,t) = n(M, t)B(M, t).

b)  Démontrer l’équation de l’équation de la diffusion de particules a une dimension a Uaide d’un bilan local de particules. Généraliser le résultat
d trois dimensions.

¢)  Démontrer l’équation de l’équation de la diffusion de particules en 3D a l'aide d’un bilan global de particules.

d)  Donner lexpression de n(x) dans le cas d’un régime stationnaire tel que : n(0) = ny,n(L) = n, en absence de sources.

e)  Relier le temps caractéristique de diffusion thermique et la longueur caractéristique de la diffusion thermique.

) Donner une expression du coefficient de diffusion d laide d’une approche microscopique de la marche au hasard.

Laurent Pietri ~4 ~ Lycée Joffre - Montpellier
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a)  Montrer que le vecteur densité de courant de particules en un point M de lespace vérifie : j,(M,t) = e _Surface finie §

R ‘ ‘
n(M, )v(M, t). . LN i @\u‘lz \ L
Exprimons le nombre de particules §3N traversant la surface dS entre l'instant t et linstant t +dt : ces 63N dr_.l“&]t*@ ds,
> - enant dN LS \
particules sont contenues dans le cylindre dont les génératrices sont paralleles a v et de longueur vdt. contenantd! 0T |7~ "
J——y — e / i | O

Ce cylindre a pour volume : dt = vdtdScosf = ¥.dSdt = 6*N = n v.dSdt \/‘ NG AN

SN -
Ddd)n:F:nv'dS:]n'dS e
=7a(M, 6) = n(M,6) 5(M, ) S S

\J .
g \( a s 4
/4

b)  Démontrer l’équation de l’équation de la diffusion de particules a une dimension d Uaide d’un bilan local

de particules. Généraliser le résultat a trois dimensions.

N [ desdas
J (x+dx,1) 2 s | a N . . _
o_—:— = () | jnlx+dx) oPs
5 o ey | E |
. ] . -—
" L i || =eenen PESEEEIEEE RN i PR Yol
X x+dx X x+dx
dx

On effectue un bilan de particules sur le systeme X de volume dz= Sdx, entre les dates t et t+dt tel que : dN = §Ngo, + SN,
. La variation de particules entre t et t+dt peut s’écrire :
8Ny = (@ (x, £)dt — ¢ (x + dx, £))dt

dN = 6N(t + dt) —SN(t) = 6Ngp, + N, ou 8N, = alx, t) drdt
m~3s~1
Donc :

dn 0y . .

Edtdt =~ dxdt + o(x, t)dtdt ou ¢, = j,S avec S = cste
on 0jn
= Edt = _Wdf + a(x, t)dt
on_ aj"+ (x,t) (équation d ti
) = 5r= T T (équation de conservation)
Loi de Fick : J, = —Di Uy

on(x,t 2%n(x,t
n(x ):D n(x,t)

+ a(x, t)

at 0x?
on(M,t)
= T =D AH(M, t) + a(x, t)
En absence de sources de création ou de destruction :
on(x,t) Dazn(x, t) cen3D : on(M,t) D An(M.t
gt - D gy eten3D: —5—=Dan(M5)

¢)  Démontrer l'équation de la diffusion de particules en 8D a laide d’un bilan global de particules.

Soit N(t) le nombre de particules dans le volume V délimité par S a la date t :

N(t) = fﬂvn(M,t)dr

N(t+dt) = ﬂLn(M, t+dt)dr

Et at+dt :

D’otu :
h (S — DY

Par sa frontiere le volume dt regoit de l'extérieur :

ONgep, = — ﬁf,{ dS,, dt
s

v, = [[[ i
dN = — ﬂf div(fn)dfdt+Jff adtdt
ﬂf %dmzJﬂ(a—dw(ﬁ,))drdtaﬂf (Z—:+div(]7)—a)dtdf=0

Cette égalité est vraie pour tout volume V, par conséquent :

Si on tient compte d'un terme de création :
Avec le théoreme de Green-Ostrogradski :

Le bilan de particules devient donc :

an N
% +div(g,) = «a
Avec la loi de Fick J,, = =D grad n(M,t) on peut écrire :

an(M,t) R on(M,t)

Fra D An(M,t) + a(M, t) FTa D An(M, t) en absence de termes de sources.

d)  Donner lexpression de n(x) dans le cas d’un régime stationnaire tel que : n(0) = ny,n(L) = n, en absence de sources.
] n(0) =n,
n(L) =n,

2
div, =0= é’;x

on
=0sjn=cste:>azcsteﬁn(x):Ax+Bof1{

Ny — 1Ny

=nx) = x+n,
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e)  Relier le temps caractéristique de diffusion thermique et la longueur caractéristique de la diffusion thermique.

on *
L'ordre de grandeur de Fr est—
T ourtetlsont les grandeurs caractéristiques de temps et d'espace de la dif fusion.

L'ordre de grandeur de An est —

on(M,t) n* n*
= ———==DAn(M,t) s'écrit en ODG : —~D—
at T 12
=1*~Dt
f) Donner une expression du coefficient de diffusion d l'aide d’une approche microscopique de la marche au hasard.
K X1
- <> & &
a

Soit p(xy,, t) la probabilité pour A d’étre en ) a linstant t en étant partie de O. Si a l'instant t+t, la particule est en x,, c’est qu’a 'instant t, elle était
soit en x,_q, soit en X, 4, avec une méme probabilité.
POy, t) + DXy, t)
2
On suppose que « a » est tres faible devant les dimensions macroscopiques. On peut alors définir une fonction p(x, t) coincidant avec p(x,, t) pour tout

=>plpt+10) =

n, définie pour tout x. On peut alors écrire :
ap 10%p , 2
PQns1,t) = pan, ) + 50 +5Fa +o(a?
10?
p(xp_1,t) = plxp,t) —5-a+ Ea_zaz +o0(a®)
ap
POt + 2 = plan, t) + 750+ 0(9)
Or :
(xpt+ 12 = Py 8) ¥ Plnes ) = ra—p = lﬂa2 == o _a 0%
Pl 2 ot " zax2® T ot 2rox?
La probabilité de trouver la particule a 'instant t a I’abscisse x est donc solution d’une équation de la diffusion avec le coefficient de diffusion :
2
a
T 2r
Dans le cas d’'un modele gazeux : a =loul: libre parcours moyenett = . ou u vitesse quadratique moyenne d'ou :

D_a _lu
T 20 2

Exercices classiques a connaitre :
- TH21 ou TH26 : Azone

- TH28 (plus difficile) : Diffusion de neutrons dans un réacteur nucléaire

TH3 — Synthese

. Flux thermique
Le transfert thermique §Q traversant une surface élémentaire orientée ds pendant dt est : 6Q = ]T,{E dt
O Jy, est le vecteur densité de flux thermique.
Le flux thermique au travers d'une section S est : ¢th @) === f Jth(M t).ds
Jsiow Twamz
Le transfert thermique est compté positivement si J, (M, t) et dS sont de méme sens, négativement sinon.

. Bilan d’énergie
Le transfert thermique entrant (et sortant) dans le volume dt entre t et t + dt s’écrit :
aj
8Qsen = (e, )AL — Py (x + dx, 1)) dt = ¢”‘ P Gxdt = — ;thd dt =) 6Qech = —div (M, t)dzdt
L’énergie créée dans le volume dt entre t et t + dt s’écrit : 6Q, = a(M, t)drdt
La variation d’énergie dans le volume dt entre t et t + dt est dU = 6§Q, + Q. On en déduit le bilan local thermique :
aT(M,t) .
pe—Fo = —div g, (M, t) + a (M, t)

. Loi de Fourier et équation de diffusion

Loi de Fick J; =-— A grad T=>—— BT(M 2. Dy, AT(M,t) + a(M,t). Dans le cas d’absence de termes de création : BT(M 2 = Dy AT (M, t)
W\Tniz wm LK o1 TS_—{ mIs=1 Kam?

Ou Dy, = p— est le coefficient de diffusion thermique.

Les échelles caractéristiques spatiale § et temporelle T d’un phénomene de diffusion sont liées par la relation : § ~ /Dy T

Le phénomeéne de diffusion est irréversible, en effet I’équation de diffusion est non invariante par renversement du temps (t - —t).

. Régime stationnaire

En régime stationnaire, 'équation de la diffusion devient : AT(M) = 0 ou g =0 oudivjy =0 .. ; Il sensuit que le flux thermique se conserve en
régime stationnaire le long d’un tube de champ de Jg,. On dit que Jg, est & flux conservatif.

On introduit la résistance thermique par : Ty — T, = Ry 1., avec Ry, = /lis en coordonnées cartésiennes.

Les associations des résistances thermiques sont analogues aux résistances électriques.
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TH3 - SVF

a)  Démontrez l'équation de la chaleur a une dimension d l'aide d’un bilan local puis généraliser d 3D.

b)  Démontrez l’équation de la chaleur a une dimension dans le cas d’une symétrie cylindrique.

¢)  Démontrez l’équation de la chaleur a une dimension dans le cas d’une symétrie sphérique.

d)  Démontrez l’équation de la chaleur a 3D d Uaide d’un bilan global.

e)  Relier le temps caractéristique de diffusion thermique d la longueur caractéristique de diffusion thermique.

f) Etablir Uespression de T(z) en régime stationnaire (et en absence de termes de création). Retrowver Uexpression de la résistance thermique
en coordonnées cartésiennes. Faire l'analogie avec l'électricité dans le cas d’associations paralléle ou série.

g)  Retrouver lexpression de la résistance thermique en coordonnées cylindriques et sphériques.

a)  Démontrez 'équation de la chaleur a une dimension puis généraliser a 3D.

Bilan thermique appliqué au volume compris entre x et x+dx :

aoT
dUu = 6mc(T(x, t+dt) —T(x, t)) ~dmc—dt

ot
_ N ag, (x,t) O(en(x, )S)
AU = 6Qscn +8Qc 01 1 60,0, = 80 — Hrar = (8, (0) = (6 + dx) ) dt = —— S dxdt = —”‘dedt
8Q. = P, Sdxdt
wm-3
- Dot le bilan vu que S est constante :
oT (x, t 0j,(x, t
0 G de = —%dedt + P,Sdxdt
T (x,t) jen(x,t)
, ax - ax h
Avec la loi de Fourier jg, (x,t) = =\ %u_x’ on obtient :
aT(x,t)  3°T(xt) N P, D -
at ™ g2 pc ou Tt e
En absence de sources on obtient :
T (x,t) 0%T(x,t)  OT(M,t)
3t P T T Dy, AT (M, t)

b)  Démontrez l’équation de la chaleur a une dimension dans le cas d’une symétrie cylindrique.
r+dr
,.‘ . m‘(r,t)T

<
<

H

Bilan thermique appliqué au volume compris entre deux cylindres C(r) et C(r + dr).

AU = 6Qscn + Q.

aT(r,t
( du = (Smc(T(r,t +dt) —T(r, t)) = pdtc g; ) dt
Or a Tt
ecn = (Gen (1) — e (r + dr, t))dt = —%drdt
50, = P,drdt
aT(r,t (e (r, t)S
= pdtc (r.t) dt = — (]th(g ) (r)) drdt + P,dtdt

aT(r,t) _ 0 (r, t)2nrH)

< pc2nrdrH T o dr + B,2nrdrH A Ne pas sortir S(r)de la dérivée
aT(r,t) 1 a(rjth(r, t)
=-= P
P T ar +th
Avec la loi de Fourier J, (r, t) = —X%Tr) et en absence de sources on obtient :
aT aT
oty 129(rg) oo ) 10 (r5)
ot  rpc or = at  Tthe ar

¢)  Démontrez l’équation de la chaleur a une dimension dans le cas d’une symétrie sphérique.

Bilan thermique appliqué au volume compris entre deux spheres S(r) et S(r + dr) = dU = 8Qycp, + Q.
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( aT(r,t)

du = (Smc(T(r, t+dt)—T(r, t)) = pdtc dt

or ag,, (r,t)
ucn = (Pen (1) — e (r + dr, t))dt = _qjﬁéirdrdt
50, = P,drdt
oT(r,t O(jen(r, ©)S
spdrc%) dt = — Wdrdt + P,dzdt A Ne pas sortir S(r)de la dérivée
aT(r,t) _ 9(m(r, t)4mr?
& pednridr ((;; ) = (Jth(ra imr )d + PAnridr
aT(r, t) 1 6(r Jen (T, t))
TP TR o i

aT(r,t) —
-\ ; )ur et en absence de sources on obtient :

,0T ,0T
oty 129(7 %) Loy 1 a(r*%5y)
a  r2 pc Or at thyz™ ar

Avec la loi de Fourier J, (r, t) =

d)  Démontrez l’équation de la chaleur a 3D d Uaide d’un bilan global.

-  ,dS —
n z
. Jth

ds

Surface finie et fermée S
délimitant un volume V
Bilan thermique entre t et t + dt pour un volume V délimité par la surface S :

av = 6Qéch + §Qc

Jdu - ﬂ (T(M, t + dt) — T(M, 0))ped = ﬂf aT(M 9 4t e
l

Avec :

MEV

8Qecn = by dt = —# Ton.dS dt = —Jff div T drdt
PES MevV

- J f f P, (M, t)dtdz
MevV
= JffMEV (pc%ﬂt/&m +div j;, (M, t) — P,(M, t)) dt

Ceci étant vrai pour tout V, on retrouve le bilan local :
aT(M, t)
N +div ], (M, t) = B,(M,t)
Avec la loi de Fourier : j;,(M,t) = —A grad T(M, t) on obtient :

aT(M, t) B,(M,t)
—r = Dy AT(M, t) + ;

e)  Relier le temps caractéristique de diffusion thermique d la longueur caractéristique de diffusion thermique.
Par une analyse en ordre de grandeur ’équation de diffusion s’écrit :
T T L?
—~Dyp— =L~ Dytout~—
T th 12 th D

th

f) Etablir Vespression de T(z) en régime stationnaire (et en absence de termes de création). Retrowver Uexpression de la résistance thermique

en coordonnées cartésiennes. Faire l'analogie avec 'électricité dans le cas d’associations paralléle ou série.

Considérons un cylindre d’axe Ox de section S et de longueur L, en contact avec deux thermostats de température T, et T, :

On se place en régime stationnaire ainsi :

T (x,t) 0%T(x,t) () =
ot (_;)DT T(X);AX+B T] lith TZ
T(0 S
Or: {T(L) Z(T)—T Tx+T1 ; —
Jon = —h = T 2 0 L
N x
-1
b = M

On peut réécrire ce résultat sous la forme :

T,-T, = Rrhd’th,l_.z OUu Ry, = I

= Rélecll—>2 ou Rélec = oS

Ce résultat est analogue a la loi d’Ohm rencontrée en électrocinétique : V; —V,

T(x)

Rip g
T — = T

——
)
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On va retrouver les mémes lois d’association qu’en électrocinétique :

51
i ijﬁ
T O T3 i3 () 082 T
: : x
0 L Li+L2 0 L~
T(x) T(x)
N
T k’_
— e x
0 L
! - X R
0 L Ly+L; ] et
D=0 +D
R & R r 1 2
¢ I e I
Ty n-7 T2 T-Ty T Ry ®2

Association en série (& gauche) : (Les températures « externes » sont différentes comme les potentiels en électrocinétique)
Ty =T33 =Ty —T2) + (T, = T3) <Rushyy, = Rena by, + Renz @, Rens = Rena + Renz
- Association en paralléle (& droite) : (Les températures « externes » sont identiques comme les potentiels en électrocinétique)
; P T,-T, T,-T, T,—T, 1 1 1
= o = =
tht thi th2 Rth,p Rth,l Rtn,z Rth,p Rth,l Rth,Z

g)  Retrouver Uezpression de la résistance thermique en coordonnées cylindriques et sphériques.

Résistance entre deux cylindres coaxiaux Résistance entre deux spheres
/
Ty Jth
Ty —
° Jth
R Ry
R Ry

Intéressons-nous pour commencer au cas de la résistance thermique cylindrique.

divj, =0= ﬁm’ﬁ = 0= ¢y = cste = pg = jy,(r)2nrl = P
N

aT
E s }LEZT[TL = ¢,

T ¢y [(Redr
= | dT =— —
.Ll 2mAL J r

Ry
$o (Rz)
T,—T, =— In(—
=T h = o MR,
. 1 R,
:>T1 - TZ = Rth¢th,1—»2 ou Rth = an (R—)
1

En sphériques, expression de S(r) va tres légérement modifier la démonstration :

divi,=0= ]T,[.d_S) = 0= ¢, = cste = Py = jip(N)4nr? = ¢,

s
T2 Rz g
3'[ dT = ﬂ _r

- 4mA Jg, 17
b0 (1 1)
T,—T, = > (———
=0T \R, TR,
X 1/1 1
T1 —=T; = Renfyy 1, OURe = M(R__ R_z)
1

Ezercices classiques a connaitre :
- TH31 : Taille des mammiferes marins.
- TH32 : Ailette de refroidissement.
- TH34 : Effet « cave ».

- TH36 : Résistances thermiques en cylindriques et sphériques.
TH4 — Synthese

. Rayonnement thermique

Tout corps chaud de température de surface T émet un rayonnement électromagnétique appelé rayonnement thermique dont le spectre ne
dépend que de la température T. Le corps chaud peut étre modélisé par un corps noir dont le spectre est caractérisé par deux lois :

Loi de Wien : le spectre du rayonnement thermique d’un corps de température de surface T présente un maximum a la longueur d’onde
Ay telle que : 4, T = 2898 um - K ~ 3000 um - K.

Loi de Stefan : la puissance surfacique totale ¢ émise par un corps de température de surface Test : ¢ = 6T*avec 0 = 5,67 108 W - m™2. K™%,
Dans le bilan radiatif de la Terre, 'atmosphere, supposée complétement opaque dans le domaine infrarouge, joue un role de confinement du
flux surfacique émis par la Terre : c’est 'effet de serre.
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TH4 - SVF

a) A Uaide d’un bilan radiatif sur la terre, montrer que la température de surface d’équilibre est proche de 20°C. On notera A Ualbédo.

Données : Ty = 5800K, Ry = 700000km, D = 150 10°km, R; = 6400km,A = 0,31,0 = 5,67 108 W -

m-2. K™%

Flux surfacique solaire regu par la terre :

Le Soleil de rayon Ry = 700000km présente une température de surface de T; = 5800K, la loi de Stefan permet de

calculer la puissance totale émise par le soleil :
Py ror = ¢sSs = 0Ty x 4nR2 = 3,8.10%°W

Ce rayonnement est émis par le soleil de maniere isotrope. La Terre de rayon Ry = 6400km située a une distance D =

150 - 10%km du soleil, en récupére une fraction :

S
Py = P or X e
ST
ol Sdtsque - ”RT
Ser = 47D? 0uD = drs = 125(;106km

7R

— T4 2 T % — 17
iPS = O'TS 47[RS X W Ts D2 =1,7.10""W

On peut en déduire le flux solaire surfaciquc moyen en haut de 'atmosphere :

=13.103W -m2 ~ 1kW - m™2

Ps = Rz
On va tenir compte de 'albédo qui représente la réflexion par 'atmosphére d'une part du rayonnement solaire
- Bilan radiatif sur la Terre :
4R, = (1 — A)nR} ¢, + 4TR ¢,
1-4

=0 =73 % + 9,
- Bilan radiatif sur 'atmosphere :

@, X 4R} = 2¢, X 4R} (les ¢, se simplifient)

=0r =29,
Par conséquent :
1-4 @r 1-4
(/71 = T @ + 7 = @T 2 (/73

1/4
=>Tr = <(1 —A)&) =3,0-10%K
20

Ps ASOS Pa

| Atmosphere

(1-A)ps YT |Pa

Terre

Avec ce modele, on trouve une température moyenne de surface de la Terre de 'ordre de quelques dizaines de degrés.

Ezercices classiques a connaitre :
- TH42 — L’effet de serre
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