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OD1 – Equation d’Alembert 
 

A – Travaux dirigés 
 

OD11 – Tige solide et module d’Young 
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OD12 – Corde avec frottement fluide 
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OD13 – Câble coaxial 
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B – Exercices supplémentaires 
 

OD14 – Corde de Melde 
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OD15 – Décomposition en série de Fourier 
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OD16 - Vibrations longitudinales d'une lame de céramique 
 
1°) La tranche qui se trouve au repos entre les plans d'abscisses x et x+dx s'est allongée 
de 𝑦𝑦(𝑥𝑥 + 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑡𝑡)  −  𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) en présence de la déformation donc, l'allongement relatif de 
cette tranche est : 

𝑦𝑦(𝑥𝑥 + 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑡𝑡)  −  𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 

au premier ordre en dx. La force de traction exercée par la partie droite de la lame sur 
la partie gauche est dirigée dans le sens positif de l'axe Ox si le matériau est allongé 
donc la force recherchée est bien : 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑥𝑥, 𝑡𝑡). 
 
2°) La tranche qui se trouve au repos entre les plans d'abscisses x et x+dx est soumise 
aux deux forces de traction en x + dx et en x. Le principe fondamental de la dynamique 
projeté sur Ox donne :  

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕²𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕²

= 𝑇𝑇(𝑥𝑥 + 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑡𝑡) − 𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 

 
soit, au premier ordre en dx et après simplification par dx : 

𝜇𝜇0𝑆𝑆
𝜕𝜕²𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕²

= 𝐸𝐸𝐸𝐸
𝜕𝜕²𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕²

(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 

ou encore : 
C'est bien une équation de d'Alembert à une dimension. La célérité des ondes est 𝑐𝑐 =

�𝐸𝐸
𝜇𝜇0

. Nous retrouvons l'expression vue dans le cours mais présentée à partir d'un modèle 

différent.  
Application numérique : c = 4851 m.s-1 
 
3°) Les solutions de cette équation sont de la forme : 
𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)  =  𝑓𝑓 (𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐), le premier terme représentant une onde plane 
progressive dans le sens des x croissants et le second une onde plane progressive dans le 
sens des x décroissants, les deux ondes se propageant à la vitesse c. 
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OD17 – Corde plombée 
1°) Dans les deux parties de la corde, nous pouvons écrire l'élongation y(x,t) 

comme la superposition de deux ondes qui se propagent en sens inverse ou comme des 
ondes stationnaires. Choisissons cette seconde possibilité. Les conditions aux limites 
imposant : 𝑦𝑦(0, 𝑡𝑡)  =  0 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑦𝑦(𝐿𝐿, 𝑡𝑡)  =  0, l'élongation dans les deux parties de la corde 
s'écrit : 
- pour 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝐿𝐿

2
 ,𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑦𝑦1(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐴𝐴1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔𝜔𝜔)  

- pour 𝐿𝐿
2
≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝐿𝐿 ,𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑦𝑦2(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐴𝐴2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑘𝑘(𝐿𝐿 − 𝑥𝑥))𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔𝜔𝜔)  

avec ω = 𝑘𝑘𝑘𝑘. 
 Les conditions aux limites en 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿

2
  sont données par la continuité de l'élongation 

et par le PFD appliqué à la masse m. 
 
𝑌𝑌(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑘𝑘 𝐿𝐿

2
)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔𝜔𝜔) = 𝐴𝐴2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑘𝑘(𝐿𝐿 − 𝐿𝐿

2
))𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔𝜔𝜔)   

𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑚𝑚
𝑑𝑑²𝑌𝑌
𝑑𝑑𝑑𝑑²

𝑢𝑢𝑦𝑦����⃗ = 𝑇𝑇�⃗ �
𝐿𝐿+

2
, 𝑡𝑡� − 𝑇𝑇�⃗ �

𝐿𝐿−

2
, 𝑡𝑡� 

En projection sur l'axe Ox, au premier ordre non nul, cette équation montre que le 
module de la tension est le même dans les deux parties de la corde, égal à 𝑇𝑇0. En 
projection sur l'axe Oy, nous obtenons : 

𝑚𝑚
𝑑𝑑²𝑌𝑌
𝑑𝑑𝑑𝑑²

𝑢𝑢𝑦𝑦����⃗ = 𝑇𝑇0
𝜕𝜕𝑦𝑦2
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝐿𝐿
2

, 𝑡𝑡� − 𝑇𝑇0
𝜕𝜕𝑦𝑦1
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝐿𝐿
2

, 𝑡𝑡� 

ce qui donne : 

−𝑚𝑚𝐴𝐴1ω²sin(𝑘𝑘
𝐿𝐿
2

)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔𝜔𝜔) = −𝑘𝑘𝑇𝑇0(𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴1)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑘𝑘
𝐿𝐿
2

)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔𝜔𝜔) 

Les amplitudes 𝐴𝐴2 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐴𝐴1 vérifient donc le système d'équations : 

�
(𝐴𝐴1 − 𝐴𝐴2)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝑘𝑘

𝐿𝐿
2
� = 0

𝑚𝑚𝐴𝐴1ω²sin(𝑘𝑘
𝐿𝐿
2

) = 𝑘𝑘𝑇𝑇0(𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴1)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑘𝑘
𝐿𝐿
2

)
 

 
2°) 

a) Si 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑛𝑛𝑛𝑛 où n est un nombre entier, 𝐴𝐴1 = − 𝐴𝐴2. Les élongations 
𝑦𝑦1(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝑒𝑒𝑡𝑡 𝑦𝑦2(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) sont les restrictions aux deux demi-cordes des modes propres 
de la corde non plombée. La présence de la masse ne modifie pas le mouvement 
de la corde. Elle se trouve sur un nœud de vibration donc ne bouge pas. 

 
b) Si 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ 2𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝐴𝐴1 =  𝐴𝐴2 et tan(𝑘𝑘 𝐿𝐿

2
) = 2𝑘𝑘𝑇𝑇0

𝑚𝑚ω²
 

⇔ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 �𝜔𝜔
𝑐𝑐
𝐿𝐿
2
� =

2𝜔𝜔𝑐𝑐µ𝑐𝑐
2

𝑚𝑚ω2
 

⇔ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(
𝜔𝜔𝜔𝜔
2𝑐𝑐

) =
2µ𝑐𝑐
𝑚𝑚ω
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La pulsation ω vérifie donc l'équation : 𝑐𝑐𝑐𝑐tan(𝜔𝜔𝜔𝜔
2𝑐𝑐

) = 𝜔𝜔𝜔𝜔
2𝑐𝑐
∗ 𝑚𝑚
µ𝐿𝐿

 

Posons 𝑋𝑋 = 𝜔𝜔𝜔𝜔
2𝑐𝑐

. Les valeurs possibles de X sont données par l'intersection de la courbe 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑋𝑋) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑜𝑜ù 𝑎𝑎 = 𝑚𝑚

µ𝐿𝐿
 

 
 
 Il y a une pulsation propre dans chaque intervalle [(𝑛𝑛 − 1)𝜋𝜋,𝑛𝑛𝑛𝑛] pour X donc dans 
chaque intervalle �(𝑛𝑛 − 1) 2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝐿𝐿
,𝑛𝑛 2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝐿𝐿
� pour ω. 

 
- Si 𝑚𝑚 ≪ 𝜇𝜇𝜇𝜇, la pente de la droite est très faible et les intersections entre la droite 

et la courbe cotan(X) sont très proches des zéros de la fonction cotan(X), soit : 
𝑋𝑋 =

𝑛𝑛𝑛𝑛
2

 𝑒𝑒𝑒𝑒 ω = 𝑛𝑛
𝜋𝜋𝜋𝜋
𝐿𝐿

 

Nous retrouvons les pulsations propres de la corde non lestée, c'est normal puisque 
la masse du lest est négligeable. 

 
- Si 𝑚𝑚 ≫ 𝜇𝜇𝜇𝜇, la pente de la droite est très grande et l'intersection entre la droite et 

la courbe cotan(X) est très proche de 0. Un développement limité au premier ordre 
de l'équation vérifiée par les pulsations propres donne : 

tan �𝑘𝑘
𝐿𝐿
2
� =

2𝑘𝑘𝑇𝑇0
𝑚𝑚ω2

  

⇔ 𝑘𝑘
𝐿𝐿
2

=
2𝑘𝑘𝑇𝑇0
𝑚𝑚ω2

 ⇔ 
𝐿𝐿
2

=
2𝑇𝑇0
𝑚𝑚ω2

 

⇔ ω = 2� 𝑇𝑇0
𝑚𝑚𝑚𝑚

. 

Chaque demi-corde oscille en bloc (la longueur d'onde est très grande devant la 
longueur de la corde) et se comporte comme un ressort de raideur k telle que : 

⇔ 𝑚𝑚ω2 = k 
⇔ k = 𝑇𝑇0

𝐿𝐿/4
. 
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