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MQ2 –Equation de Schrödinger dans un potentiel V(x) 
 

A – Travaux dirigés 
 

MQ21 – Puits de potentiel infini et fonctions d’onde 
1°) 

 
Soit : − ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕

 
Ecrivons : 𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜙𝜙(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑡𝑡) d’où : 

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2�𝜙𝜙(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑡𝑡)�

𝜕𝜕𝑥𝑥2 + 𝑉𝑉(𝑥𝑥)𝜙𝜙(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑖𝑖ℏ
𝜕𝜕�𝜙𝜙(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑡𝑡)�

𝜕𝜕𝑡𝑡  

⇔ − 𝑓𝑓(𝑡𝑡)
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2�𝜙𝜙(𝑥𝑥)�
𝜕𝜕𝑥𝑥2 + 𝑉𝑉𝜙𝜙(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑖𝑖ℏ𝜙𝜙(𝑥𝑥)

𝜕𝜕�𝑓𝑓(𝑡𝑡)�
𝜕𝜕𝑡𝑡

 

On divise tout par 𝜙𝜙(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑡𝑡) : 

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜙𝜙′′(𝑥𝑥)
𝜙𝜙(𝑥𝑥) + 𝑉𝑉(𝑥𝑥) =

𝑖𝑖ℏ𝑓𝑓′(𝑡𝑡)
𝑓𝑓(𝑡𝑡)  

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜙𝜙′′(𝑥𝑥)
𝜙𝜙(𝑥𝑥) + 𝑉𝑉(𝑥𝑥) =

𝑖𝑖ℏ𝑓𝑓′(𝑡𝑡)
𝑓𝑓(𝑡𝑡)  

On a séparé les variables et on se retrouve avec une égalité du type 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐺𝐺(𝑡𝑡) par 
conséquent : 

𝑖𝑖ℏ𝑓𝑓′(𝑡𝑡)
𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑐𝑐 = 𝐴𝐴 ⇒ 𝑓𝑓′(𝑡𝑡) −

𝐴𝐴
𝑖𝑖ℏ 𝑓𝑓

(𝑡𝑡) = 0  

⇒ 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝐵𝐵𝑐𝑐
𝐴𝐴
𝑖𝑖ℏ𝜕𝜕 

Or A a une dimension d’une énergie et par convention on pose B=1 afin d’avoir le 
module de f(t) égale à 1. 

⇒ 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐
𝐸𝐸
𝑖𝑖ℏ𝜕𝜕 = 𝑐𝑐−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕 

 
NB : 
Le fait de poser E l’énergie provient de l’équation de Schrödinger suivante : 

𝐻𝐻 𝛹𝛹 = 𝐸𝐸 𝛹𝛹  
Où E est la valeur propre de l’opérateur hamiltonien qui entraîne : 

𝑖𝑖ℏ
𝜕𝜕𝛹𝛹
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐸𝐸𝛹𝛹 ⇔  𝑖𝑖ℏ

𝜕𝜕(𝑓𝑓(𝑡𝑡))
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐸𝐸𝑓𝑓(𝑡𝑡) ⇔ 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑐𝑐−𝑖𝑖

𝐸𝐸
ℏ𝜕𝜕⇒   𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕 
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Déterminons 𝜙𝜙(𝑥𝑥) ∶  

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 + 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑖𝑖ℏ

𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑡𝑡   

⇔ −
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2 𝑓𝑓(𝑡𝑡) + 𝑉𝑉𝜙𝜙𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑖𝑖ℏ �−𝑖𝑖

𝐸𝐸
ℏ�𝜙𝜙𝑓𝑓(𝑡𝑡)  

⇔ −
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2 + (𝑉𝑉 − 𝐸𝐸)𝜙𝜙 = 0 

Pour la région I et III on a : 
𝑉𝑉 → ∞ ⇒ 𝜙𝜙 → 0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑝𝑝𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑝𝑝𝑠𝑠𝑐𝑐 𝑝𝑝𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝 𝑠𝑠′𝐸𝐸.𝐷𝐷 

Pour la région II : 
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2 + 𝐸𝐸𝜙𝜙 = 0  

⇔ 
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2 + 𝑘𝑘2𝜙𝜙 = 0 𝑠𝑠ù 𝑘𝑘2 =

2𝑚𝑚𝐸𝐸
ℏ2  

Vu que 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝑐𝑐 ≥ 0 on s’intéresse seulement au cas 𝐸𝐸 > 0 ∶ 
⇒ 𝜙𝜙(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠(𝑘𝑘𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝑐𝑐𝑠𝑠𝑐𝑐(𝑘𝑘𝑥𝑥) 

Or :  

�𝜙𝜙
(0) = 0

𝜙𝜙(𝑎𝑎) = 0 ⇒ � 𝐵𝐵 = 0
sin(𝑘𝑘𝑎𝑎) = 0 

Par conséquent :  
𝜙𝜙(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠 �

𝑠𝑠𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑥𝑥� 

Vu le choix de f(t), 𝜙𝜙 doit être normalisée : 

�𝐴𝐴2𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠2 �
𝑠𝑠𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑥𝑥�𝑑𝑑𝑥𝑥 = 1

𝑎𝑎

0

 

⇔ 𝐴𝐴2 ×
𝑎𝑎
2 = 1 

⇔ 𝐴𝐴 = ±�
2
𝑎𝑎 

⇒ 𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ±�
2
𝑎𝑎 𝑐𝑐

−𝑖𝑖𝐸𝐸ℏ𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠 �
𝑠𝑠𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑥𝑥� 

 
2°) 
D’où la densité de probabilité : |𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|2 = 2

𝑎𝑎
𝑐𝑐𝑖𝑖𝑠𝑠2 �𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑎𝑎
𝑥𝑥� que l’on représente sur la 

figure suivante : 
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3°)  
Sur la figure on remarque que le niveau d’énergie 𝐸𝐸𝑛𝑛 dispose de (n-1) nœuds. 
 
 
 
 
 
 
 
4°) On a démontré que :  

𝑘𝑘𝑛𝑛 =
𝑠𝑠𝑛𝑛
𝑎𝑎  ⇒ 𝐸𝐸𝑛𝑛 =

𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 =
ℏ2𝑘𝑘2

2𝑚𝑚  

⇒ 𝐸𝐸𝑛𝑛 =
ℏ2𝑠𝑠2𝑛𝑛²
2𝑚𝑚𝑎𝑎2  

⇒ 𝐸𝐸𝑛𝑛+1 − 𝐸𝐸𝑛𝑛 =
ℏ2𝑛𝑛2

2𝑚𝑚𝑎𝑎2
((𝑠𝑠 + 1)2 − 𝑠𝑠2) 

• Si a diminue, l’écart entre 𝐸𝐸𝑛𝑛+1 𝑐𝑐𝑡𝑡 𝐸𝐸𝑛𝑛 𝑎𝑎𝑠𝑠𝑎𝑎𝑚𝑚𝑐𝑐𝑠𝑠𝑡𝑡𝑐𝑐. (ainsi que l’énergie de 
chaque niveau) 

• Vu que 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝑐𝑐 l’énergie cinétique de la particule augmente aussi. 
• 𝐸𝐸1 = ℏ2𝑛𝑛²

2𝑚𝑚𝑎𝑎2
 ⇒ l’énergie minimal augmente aussi. 

• D’après Heisenberg Δ𝑝𝑝𝑥𝑥Δ𝑥𝑥 ≥
ℏ
2
 

Posons Δ𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 ⇒ Δ𝑝𝑝𝑥𝑥 ≥
ℏ
2𝑎𝑎

. 
Or la particule peut se déplacer de la gauche vers la droite et de la droite vers la 
gauche de façon équitable donc : < 𝑝𝑝𝑥𝑥 > = 0 

⇒ Δ𝑝𝑝𝑥𝑥2 =< 𝑝𝑝𝑥𝑥2 >  

⇒ < 𝑝𝑝𝑥𝑥2 > ≥ �
ℏ

2𝑎𝑎
 �
2

 

⇒ 
< 𝑝𝑝𝑥𝑥2 >

2𝑚𝑚  ≥
ℏ2

8𝑚𝑚𝑎𝑎²
  

⇒ < 𝐸𝐸 > ≥
ℏ2

8𝑚𝑚𝑎𝑎2 = 𝐸𝐸𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛  

On vérifie que : 𝐸𝐸1 > 𝐸𝐸𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛 
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5°) 
• Si a est très grand, alors la particule n’est plus confinée, et les niveaux d’énergie 

se rapprochent jusqu’à devenir un continuum d’énergie comme en mécanique 
classique. 

• C’est le confinement de la particule qui crée la quantification de l’énergie. 
• On retrouve des quantifications de l’énergie, pour la corde fixée à ses deux 

extrémités, les niveaux d’énergie des hydrogénoïdes, le puits fini en mécanique 
quantique… 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



TD : Mécanique quantique  II ∼ Equation de Schrödinger dans un potentiel V(x) Physique : PC 

Laurent Pietri  ~ 5 ~ Lycée Joffre - Montpellier 

MQ22 – Puits de potentiel fini 
1°) Soit la figue proposée : 

 
On remarque que la solution diverge pour x>a ce qui n’est pas acceptable car la 
probabilité de présence va tendre vers l’infini. (non normalisable aussi) 
 
2°) La quantification de l’énergie est due au confinement de la particule dans le cas 
d’un état lié. 
Dans les zones I et III : 

𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝛼𝛼2𝜙𝜙 = 0 𝑠𝑠ù 𝛼𝛼2 = −

2𝑚𝑚𝐸𝐸
ℏ2  𝑐𝑐𝑎𝑎𝑝𝑝 𝐸𝐸 < 0 

⇒ � 𝜙𝜙𝐼𝐼
(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑐𝑐𝛼𝛼𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑐𝑐−𝛼𝛼𝑥𝑥

𝜙𝜙𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥) = 𝐷𝐷′𝑐𝑐𝛼𝛼𝑥𝑥 + 𝐷𝐷𝑐𝑐−𝛼𝛼𝑥𝑥 

Dans la zone II : 
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2 + 𝑘𝑘2𝜙𝜙 = 0 𝑠𝑠ù 𝑘𝑘2 =

2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑉𝑉)
ℏ2 =

2𝑚𝑚(𝐸𝐸 + 𝑉𝑉0)
ℏ2

 𝑐𝑐𝑎𝑎𝑝𝑝 (𝐸𝐸 + 𝑉𝑉0) > 0 
⇒ 𝜙𝜙𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥) = 𝐵𝐵𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝐶𝐶 𝑐𝑐−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 

 
3°) 
La fonction d’onde ne doit pas diverger, par conséquent : 

� 𝜙𝜙𝐼𝐼(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑐𝑐𝛼𝛼𝑥𝑥
𝜙𝜙𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥) = 𝐷𝐷𝑐𝑐−𝛼𝛼𝑥𝑥 

Les relations de continuité s’écrivent :  

⎩
⎨

⎧
𝜙𝜙𝐼𝐼(0) = 𝜙𝜙𝐼𝐼𝐼𝐼(0)
𝜙𝜙𝐼𝐼′(0) = 𝜙𝜙𝐼𝐼𝐼𝐼′ (0)
𝜙𝜙𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑎𝑎) = 𝜙𝜙𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑎𝑎)
𝜙𝜙𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼′ (𝑎𝑎) = 𝜙𝜙𝐼𝐼𝐼𝐼′ (𝑎𝑎)

⇒ 

⎩
⎨

⎧
𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 + 𝐶𝐶 

𝛼𝛼𝐴𝐴𝑐𝑐𝛼𝛼𝑥𝑥 = 𝑖𝑖𝑘𝑘(𝐵𝐵 − 𝐶𝐶) 
𝐷𝐷𝑐𝑐−𝛼𝛼𝑎𝑎 = 𝐵𝐵𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎 + 𝐶𝐶 𝑐𝑐−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎

−𝛼𝛼𝐷𝐷𝑐𝑐−𝛼𝛼𝑎𝑎 = 𝑖𝑖𝑘𝑘�𝐵𝐵𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎 − 𝐶𝐶 𝑐𝑐−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎�

  

 
Interprétons la courbe suivante : 

 
On remarque que la probabilité de presence de la particule dans les régions I et 

III n’est pas nulle, alors qu’en mécanique classique ces zones sont interdites. On 
retrouve des ondes évanescentes dans ces zones. 
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4°) Plus le puits est profond et plus le nombre de niveaux d’énergie augmente. Si le 
puits devient infini (𝑉𝑉0 →  ∞) , on aura une infinité de niveaux d’énergie. 
 
5°) Comme pour le puits infini, si a diminue l’écart entre deux niveaux d’énergie 
augmente et on aura donc moins de niveaux d’énergie accessibles. 
 
6°) Si E>0, la particule est dans un état libre (de diffusion) et on n’observe plus de 
quantification. 
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MQ23 – Effet tunnel 
1°)  
L’équation de Schrödinger sur la partie spatiale s’écrit : 

 
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

2𝑚𝑚
ℏ2

(𝐸𝐸 − 𝑉𝑉)𝜙𝜙 = 0 

Pour les régions I et III : 
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

2𝑚𝑚
ℏ2 𝐸𝐸𝜙𝜙 = 0 

⇔ 
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2 + 𝑘𝑘2𝜙𝜙 = 0 𝑠𝑠ù 𝑘𝑘2 =

2𝑚𝑚𝐸𝐸
ℏ2  

⇒ � 𝜙𝜙𝐼𝐼
(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑐𝑐−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥

𝜙𝜙𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝐺𝐺𝑐𝑐−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥
 

 
Pour la région II : 

𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝛼𝛼2𝜙𝜙 = 0 𝑠𝑠ù 𝛼𝛼2 =

2𝑚𝑚(𝑉𝑉0 − 𝐸𝐸)
ℏ2

> 0 
⇒ 𝜙𝜙𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝑐𝑐𝛼𝛼𝑥𝑥 + 𝐷𝐷𝑐𝑐−𝛼𝛼𝑥𝑥 

 
2°) La particule ne peut pas revenir vers la marche de potentiel dans la zone III donc : 

𝐺𝐺 = 0 
 
3°) On définit en mécanique quantique le coefficient de transmission par : 

𝑇𝑇 =
𝑗𝑗𝜕𝜕𝑡𝑡𝑎𝑎𝑛𝑛𝑡𝑡𝑚𝑚𝑖𝑖𝑡𝑡

𝑗𝑗𝑖𝑖𝑛𝑛𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝜕𝜕
=
ℏ𝑘𝑘
𝑚𝑚
ℏ𝑘𝑘
𝑚𝑚

 |Ψ𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼|2

 |Ψ𝑖𝑖|2
=

|𝐹𝐹|2

|𝐴𝐴|2 

Avec le résultat proposé on obtient : 

𝑇𝑇 =
1

1 + 𝑉𝑉02
4𝐸𝐸(𝑉𝑉0 − 𝐸𝐸) 𝑐𝑐ℎ

2(𝛼𝛼𝑎𝑎)
 

⇒ �
𝑆𝑆𝑖𝑖 𝑎𝑎 = 0,1 𝑠𝑠𝑚𝑚,   𝑇𝑇 = 0,78
𝑆𝑆𝑖𝑖 𝑎𝑎 = 0,5𝑠𝑠𝑚𝑚,𝑇𝑇 = 0,024

𝑆𝑆𝑖𝑖 𝑎𝑎 = 0,6 𝑠𝑠𝑚𝑚,   𝑇𝑇 = 0,0085
 

Pour a=0,1 nm : 

 
La particule a une chance non nulle de traverser la barrière, on parle d’effet tunnel 
comme si elle creusait un tunnel pour passer cette barrière. 
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4°) Une particule unique a une probabilité T de passer la région II et de se retrouver 
dans la région III. 
Pour N particules, il y aura NT particules transmises. 

𝑆𝑆𝑖𝑖 𝛼𝛼𝑎𝑎 ≫ 1 𝑎𝑎𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑐𝑐 𝑐𝑐ℎ(𝛼𝛼𝑎𝑎)~
𝑐𝑐𝛼𝛼𝑎𝑎

2  

Or :  

𝑇𝑇 =
1

1 + 𝑉𝑉02
4𝐸𝐸(𝑉𝑉0 − 𝐸𝐸) 𝑐𝑐ℎ

2(𝛼𝛼𝑎𝑎)
 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛼𝛼2 =

2𝑚𝑚(𝑉𝑉0 − 𝐸𝐸)
ℏ2  

𝑇𝑇~
1

𝑉𝑉02
4𝐸𝐸(𝑉𝑉0 − 𝐸𝐸) �

𝑐𝑐𝛼𝛼𝑎𝑎
2 �

2 

 

⇒ 𝑇𝑇~
16𝐸𝐸(𝑉𝑉0 − 𝐸𝐸)

𝑉𝑉02
𝑐𝑐−2

�2𝑚𝑚(𝑉𝑉0−𝐸𝐸)
ℏ2 𝑎𝑎 
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B – Exercices supplémentaires 
 

MQ24 – Enclos quantique 
1°) L’image représente en niveaux de gris une grandeur proportionnelle à la densité 
locale d’électrons. On peut donc dire que l’image permet de visualiser la densité de 
probabilité de présence. 
 
2°) L’énergie associée au niveau n du puits infiniment profond, de largeur 2R est : 

𝐸𝐸𝑛𝑛 =
𝑠𝑠2𝑛𝑛2ℏ²

2𝑚𝑚(2𝑅𝑅)2 

On compte 9 oscillations de la densité de probabilité de présence sur un diamètre : on 
prend donc n = 9. D’où : 

𝐸𝐸9 = 6,3 10−20𝐽𝐽~0,40 𝑐𝑐𝑉𝑉 
On constate que les oscillations sont visibles à l’extérieur de l’enclos : les atomes qui 
constituent l’enclos forment plus vraisemblablement une barrière d’épaisseur finie. Les 
électrons peuvent franchir cette barrière par effet tunnel. La hauteur de la barrière est 
donc d’amplitude finie. Le confinement est moindre que celui qui est associé à un puits 
infini. Par conséquent on a réalisé une estimation par excès des niveaux d’énergie car : 

𝐸𝐸𝑓𝑓𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖 < 𝐸𝐸∞ 
 
3°)  

a) La condition de normalisation s’écrit : 

� � |Ψ(𝑝𝑝, 𝜃𝜃, 𝑡𝑡)|2𝑝𝑝𝑑𝑑𝑝𝑝𝑑𝑑𝜃𝜃
2𝑛𝑛

𝜃𝜃=0

𝑅𝑅

𝑡𝑡=0
= 1 

⇔ � � |f(r)g(θ)|2𝑝𝑝𝑑𝑑𝑝𝑝𝑑𝑑𝜃𝜃
2𝑛𝑛

𝜃𝜃=0

𝑅𝑅

𝑡𝑡=0
= 1 

⇔ � 𝑝𝑝|f(r)|2𝑑𝑑𝑝𝑝� |g(θ)|2𝑑𝑑𝜃𝜃
2𝑛𝑛

𝜃𝜃=0

𝑅𝑅

𝑡𝑡=0
= 1 

Or la figure de l’énoncé montre qu’il y a invariance de la probabilité de présence suivant 
θ, par conséquent : |g(θ)| = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑐𝑐 que l’on choisit égale à 1. 

⇒ |g(θ)| = 1 
 

b) A l’aide du laplacien proposé par l’énoncé on peut écrire : 

−
ℏ2

2𝑚𝑚∆ϕ + 𝑉𝑉ϕ = 𝐸𝐸ϕ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 ∆ϕ =
1
𝑝𝑝
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 �𝑝𝑝

𝜕𝜕ϕ
𝜕𝜕𝑝𝑝�

+
1
𝑝𝑝2
𝜕𝜕2ϕ
𝜕𝜕𝜃𝜃2  𝑠𝑠ù 𝑉𝑉 = 0 

⇔ −
ℏ2

2𝑚𝑚�
1
𝑝𝑝
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 �𝑝𝑝

𝜕𝜕ϕ
𝜕𝜕𝑝𝑝�

+
1
𝑝𝑝2
𝜕𝜕2ϕ
𝜕𝜕𝜃𝜃2�

= 𝐸𝐸ϕ  

⇔ 
𝑎𝑎(𝜃𝜃)
𝑝𝑝

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 �𝑝𝑝

𝜕𝜕𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝 � +

𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝑝𝑝2

𝜕𝜕2 𝑎𝑎(𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜃𝜃2 = −

2𝑚𝑚𝐸𝐸
ℏ2 𝑓𝑓(𝑝𝑝) 𝑎𝑎(𝜃𝜃) 
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On divise par 𝑓𝑓(𝑝𝑝) 𝑎𝑎(𝜃𝜃) : 

⇔ 
1

𝑝𝑝𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 �𝑝𝑝

𝜕𝜕𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝 � +

1
𝑝𝑝2𝑎𝑎(𝜃𝜃)

𝜕𝜕2 𝑎𝑎(𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜃𝜃2 = −

2𝑚𝑚𝐸𝐸
ℏ2  

⇔ 
𝑝𝑝

𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 �𝑝𝑝

𝜕𝜕𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝 � +

1
𝑎𝑎(𝜃𝜃)

𝜕𝜕2 𝑎𝑎(𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜃𝜃2 = −

2𝑚𝑚𝐸𝐸
ℏ2 𝑝𝑝² 

⇔ 
𝑝𝑝

𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 �𝑝𝑝

𝜕𝜕𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝 �+

2𝑚𝑚𝐸𝐸
ℏ2 𝑝𝑝2 = −

1
𝑎𝑎(𝜃𝜃)

𝜕𝜕2 𝑎𝑎(𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜃𝜃2

 

On retrouve une équation différentielle du type : 𝐴𝐴(𝑝𝑝) = 𝐵𝐵(𝜃𝜃), par conséquent : 
1

𝑎𝑎(𝜃𝜃)
𝜕𝜕2 𝑎𝑎(𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜃𝜃2

= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑐𝑐 = −𝛼𝛼2 

−𝛼𝛼2 pour conserver une solution de module unité. (non divergente) 

⇔ 
𝜕𝜕2 𝑎𝑎(𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+ 𝛼𝛼²𝑎𝑎(𝜃𝜃) = 0 
⇒ 𝑎𝑎(𝜃𝜃) = 𝐴𝐴𝑐𝑐𝑖𝑖𝜃𝜃𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝑐𝑐−𝑖𝑖𝛼𝛼𝜃𝜃 

Pour conserver une fonction de module unité on choisit : (l’autre solution est 
valabe aussi) 

𝑎𝑎(𝜃𝜃) = 𝑐𝑐𝑖𝑖𝜃𝜃𝛼𝛼 
Comme la fonction est 2𝑛𝑛 − 𝑝𝑝é𝑝𝑝𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑖𝑖𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 on a : 

𝑐𝑐0 = 𝑐𝑐𝑖𝑖2𝑛𝑛𝛼𝛼 = 𝑐𝑐𝑖𝑖4𝑛𝑛𝛼𝛼 = ⋯ 
Ce qui est réalisable si 𝛼𝛼 est un entier. 

⇒ 𝑎𝑎(𝜃𝜃) = 𝑐𝑐𝑖𝑖𝜃𝜃𝑛𝑛 𝑠𝑠ù 𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑡𝑡𝑖𝑖𝑐𝑐𝑝𝑝. 
 
 

c) On a démontré que : 
𝑝𝑝

𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 �𝑝𝑝

𝜕𝜕𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝 � +

2𝑚𝑚𝐸𝐸
ℏ2 𝑝𝑝2 = −

1
𝑎𝑎(𝜃𝜃)

𝜕𝜕2 𝑎𝑎(𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜃𝜃2

 

⇔ 
𝑝𝑝

𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 �𝑝𝑝

𝜕𝜕𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝 � +

2𝑚𝑚𝐸𝐸
ℏ2 𝑝𝑝2 = +𝑠𝑠2 

⇔ 
𝑝𝑝

𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 �𝑝𝑝

𝜕𝜕𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝 � + 𝑘𝑘2𝑝𝑝2 = +𝑠𝑠2 𝑠𝑠ù 𝑘𝑘2 =

2𝑚𝑚𝐸𝐸
ℏ2  

⇔ 
𝑝𝑝

𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 �𝑝𝑝

𝜕𝜕𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝 � + (𝑘𝑘2𝑝𝑝2 − 𝑠𝑠2) = 0 

⇔ 𝑝𝑝 �𝑝𝑝
𝜕𝜕2𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝2

+ 
𝜕𝜕𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝 � + (𝑘𝑘2𝑝𝑝2 − 𝑠𝑠2)𝑓𝑓(𝑝𝑝) = 0 

⇔ 𝑝𝑝2
𝜕𝜕2𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝2

+ 𝑝𝑝 
𝜕𝜕𝑓𝑓(𝑝𝑝)
𝜕𝜕𝑝𝑝 + (𝑘𝑘2𝑝𝑝2 − 𝑠𝑠2)𝑓𝑓(𝑝𝑝) = 0 

Posons : 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑝𝑝 alors : 
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑝𝑝 =

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑝𝑝 = 𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑐𝑐𝑡𝑡 

𝜕𝜕²𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑝𝑝²

= 𝑘𝑘2
𝜕𝜕²𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥2 

⇒
𝑥𝑥2

𝑘𝑘2 �
𝑘𝑘2
𝜕𝜕2𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥2� +

𝑥𝑥
𝑘𝑘 �𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥� + (𝑥𝑥2 − 𝑠𝑠2)𝑓𝑓 = 0 
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⇒𝑥𝑥2
𝜕𝜕2𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥 + (𝑥𝑥2 − 𝑠𝑠2)𝑓𝑓 = 0 

 
4°) L’énoncé nous fournit la figure suivante : 

 
Sur la figure de l’enclos on remarque que la densité de probabilité est maximale en 
x=0, on choisit donc la courbe qui correspond à n=0. 
Si on compte « les vaguelettes » des ondes sur la figure de l’enclos, on remarque qu’on 
a une cinquième annulation au bord de l’enclos qui correspond à x=15. Par 
conséquent : 

𝑘𝑘𝑅𝑅 = 15 

⇔ �
2𝑚𝑚∗𝐸𝐸
ℏ2 𝑅𝑅 = 15 

⇔ 𝐸𝐸 =
(15)2ℏ²
2𝑚𝑚∗𝑅𝑅²

= 7,0.10−20𝐽𝐽 = 0,44 𝑐𝑐𝑉𝑉 

Par rapport au résultat de la question 2°),  on remarque que la prise en compte de la 
géométrie circulaire modifie le résultat de 10% seulement. 
 
5°) On en déduite la vitesse des électrons confinés : 

𝑎𝑎 = �2𝐸𝐸
𝑚𝑚∗ = 6,4 105𝑚𝑚𝑐𝑐−1 
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MQ25 – Molécule d’ammoniac 
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MQ26 – Radioactivité alpha 
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MQ27 – Puits de potentiel infini et énergie 
 

 


