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MQ2 —Equation de Schrodinger dans un potentiel V(x)
A — Travaux dirigés

MQ21 — Puits de potentiel infini et fonctions d’onde
1°)

region | region Il | region Il
A L/
4. 7
1T v
N veo U
=0 r=a
Soit : — 2 f’"’+V¢ in 2

Ecrivons : l/J(x, t) =¢px)f(t) dou:

B2 02 (p@F ()

9
= T VOeIf () = ih (e0f ®)

2m Jt
hZ 2
< —f(t ) oy (ad)(z ) + V() f(t) = ihg(x) —— (f(t))
On divise tout par ¢(x)f(t) :
h? ¢"(X) V00 = ihf'(t)
g 2 SNIO
n ¢ (x _inf'®)
T YT T
On a séparé les variables et on se retrouve avec une égalité du type F(x) = G(t) par
conséquent :
inf'(t) , A
170 =cste=A=f"(t) _Ef(t) =0

A4
= f(t) = Bein
Or A a une dimension d'une énergie et par convention on pose B=1 afin d’avoir le

module de f(t) égale a 1.

E, ,
= f(t) = e’ = g0t
NB :
Le fait de poser E l’énergie provient de [’équation de Schriodinger suivante :
HY =EY

Ou E est la valeur propre de l'opérateur hamiltonien qui entraine :

oV E _

hor =EV = (f( D _ = Ef(t) < f(t) = Ae = f(t) = e ™t
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Déterminons ¢(x) :

h? 0%y oY
—%W + Vl/) = lh%
h” 9%¢ (E
& === SO +Vef(©) = in(~iz) ¢/ (©)
h” 0% V—-E)p=0
= gmaxz TV B =

Pour la région I et III on a :
V - 0 = ¢ — 0 seule solution possible pour l'E.D

Pour la région II :

n 62¢+E =0

2m 0x? ¢=
ik 5 ., 2mE
@W-Fk ¢ =00uk” = 72

Vu que E = E, = 0 on s’intéresse seulement au cas E > 0 :
= ¢(x) = Asin(kx) + Bcos(kx)
Or :
¢(0)=0 B=0
{¢>(a) -0 {sin(ka) =0
Par conséquent :

¢(x) = Asin (T%T x)

Vu le choix de {(t), ¢ doit étre normalisée :
a

fAzsinz (%Tx) dx =1
0

2,2 _
A ><2—1

P, (x, t) +2‘i%t'(nﬂ)
=Y (x,t) =+ |—e in(—x
n a S,

2°)
Dot la densité de probabilité : |, (x,t)]|? = %Sin2 (%n x) que 1’on représente sur la

figure suivante :
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densité linéique de probabilité

1
0,8 |
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0,2 n=1 n=2
0 0,2 0,4 0,6 0,8 ], P

3°)

Sur la figure on remarque que le niveau d’énergie E, dispose de (n-1) nceuds.

densite linéique de probabilité

4°) On a démontré que :

ML _p* _ RhPK?
" a = " 2m 2m
h*n’m?
== et
2.2
T 2 .2
:'>En+1_En=W((n+1) _n)

e Si a diminue, 'écart entre E,,,; et E, augmente. (ainsi que I'énergie de
chaque niveau)
e Vu que E = E_ I'énergie cinétique de la particule augmente aussi.

h2m?
¢ El " 2ma?

= 1"énergie minimal augmente aussi.
. : A
e D’apres Heisenberg Ap,Ax = >

Posons Ax = a = Ap, = %
Or la particule peut se déplacer de la gauche vers la droite et de la droite vers la
gauche de facon équitable donc : <p, >=0

= Ap? =< pZ>
Bo\2
= <p§>2(—>
2a
<pZ> h?

2m

=2 <E>>

On vérifie que : E; > Epin
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5°)

e Si a est tres grand, alors la particule n’est plus confinée, et les niveaux d’énergie
se rapprochent jusqu’a devenir un continuum d’énergie comme en mécanique
classique.

e (Jest le confinement de la particule qui crée la quantification de ’énergie.

e On retrouve des quantifications de I’énergie, pour la corde fixée a ses deux
extrémités, les niveaux d’énergie des hydrogénoides, le puits fini en mécanique

quantique...
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MQ22 — Puits de potentiel fini
1°) Soit la figue proposée :

V=-%

On remarque que la solution diverge pour x>a ce qui n’est pas acceptable car la
probabilité de présence va tendre vers l'infini. (non normalisable aussi)

2°) La quantification de ’énergie est due au confinement de la particule dans le cas
d’un état lié.
Dans les zones I et III :

¢ = 2mE
W—a ¢ =0o0ua”=-— 2 car E <0
- { ¢;(x) =Ae™* + A'e™ ¥
¢ (x) = D'e™ + De™™*
Dans la zone II :
ks 2m(E —-V) _ 2m(E + V)

—+k*p=00uk?=

322 car (E+V,) >0

h? h?
:’>¢Il(x) = Beikx + C e_ikx

3°)

La fonction d’onde ne doit pas diverger, par conséquent :
{ ¢(x) = Ae™
¢ (x) = De™ ™

Les relations de continuité s’écrivent :

{¢1(0) = ¢(0) ( A=B+C
¢1(0) = ¢1,(0) aAe™ = ik(B — ()
dui(a) = qb,,(a):) De~%@ = Betka 4 (C g~ika
é1(a) = ¢y (a) —aDe™ %% = ik(Beika —C e‘ika)

Interprétons la courbe suivante :

fonetion d’onde

V=-W
On remarque que la probabilité de presence de la particule dans les régions I et
IIT n’est pas nulle, alors qu’en mécanique classique ces zones sont interdites. On

retrouve des ondes évanescentes dans ces zones.
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4°) Plus le puits est profond et plus le nombre de niveaux d’énergie augmente. Si le

puits devient infini (V; = o0), on aura une infinité de niveaux d’énergie.

5°) Comme pour le puits infini, si a diminue ’écart entre deux niveaux d’énergie

augmente et on aura donc moins de niveaux d’énergie accessibles.

6°) Si E>0, la particule est dans un état libre (de diffusion) et on n’observe plus de
quantification.
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MQ23 — Effet tunnel

1°)
L’équation de Schrodinger sur la partie spatiale s’écrit :
0%2¢p 2m
oz Tz BTN =

Pour les régions I et III :

’°¢ + - Ep =0

d0x?  h? ¢

02 K% = 0 kz_sz
= 32 ¢ ouk* = )

. ¢;(x) = Ae'** + Be~ ¥
Gy (x) = Fel™ + Ge ™™

Pour la région II :
2m(Vy, — E
— a?¢p = 0 ou a? =%>0
=¢(x) =Ce*™ + De™**

62(]5
dx?2

2°) La particule ne peut pas revenir vers la marche de potentiel dans la zone III donc :
G=0
3°) On définit en mécanique quantique le coefficient de transmission par :

T :jtransmis — W |LPIII|2 _ |F|2
jincident @ |Lpi|2 |A|2

m
Avec le résultat proposé on obtient :
1
T = >
— 0 ch2
1+ AE(V, =) sh?(aa)

Sia=0,5nm,T = 0,024

Sia=01nm, T=0,78
:{
Sia=06nm, T =0,0085

Pour a=0,1 nm :
Re

AN A pnps
ST

La particule a une chance non nulle de traverser la barriere, on parle d’effet tunnel

comme si elle creusait un tunnel pour passer cette barriere.
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4°) Une particule unique a une probabilité T de passer la région II et de se retrouver
dans la région III.

Pour N particules, il y aura NT particules transmises.
aa

Siaa > 1alors sh(aa)~7

Or :

1 2 2m(V, — E)

T = vz avec o =T
— 0 @ p2

1+4E(V0 —E)Sh (aa)

T ~

2

2
4E(IZO— E) (e;a)

_ p LOE(Wy —E) , [PnlE),
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B — Exercices supplémentaires

MQ24 — Enclos quantique

1°) L’image représente en niveaux de gris une grandeur proportionnelle & la densité
locale d’électrons. On peut donc dire que I'image permet de visualiser la densité de
probabilité de présence.

2°) L’énergie associée au niveau n du puits infiniment profond, de largeur 2R est :

n?m?h?

E,=——

2m(2R)?
On compte 9 oscillations de la densité de probabilité de présence sur un diametre : on
prend donc n = 9. D’ou :

Ey =6,3107297~0,40 eV

On constate que les oscillations sont visibles a l'extérieur de 1’enclos : les atomes qui
constituent ’enclos forment plus vraisemblablement une barriére d’épaisseur finie. Les
électrons peuvent franchir cette barriére par effet tunnel. La hauteur de la barriere est
donc d’amplitude finie. Le confinement est moindre que celui qui est associé a un puits

infini. Par conséquent on a réalisé une estimation par exces des niveaux d’énergie car :
Efini < Eoo

3°)

a) La condition de normalisation s’écrit :

R 21
j j |W(r,0,t)|*rdrdd = 1
r=0760=0

R 2n
<:,>f f 1f(r)g(0)|*rdrdd = 1
r=0/0=0 5
s

o j;zorlf(r)lzdrj; |g(8)]2do = 1

=0
Or la figure de I’énoncé montre qu’il y a invariance de la probabilité de présence suivant

0, par conséquent : |g(0)| = cste que l'on choisit égale a 1.
=1g(®)| =1

b) A T'aide du laplacien proposé par I’énoncé on peut écrire :
" ot Vo= E A_1a<a¢>+1az¢\v_0
om SO T Ve T Eeavec A0 = "ar) T2z O T

R’ (10 dpy 10%¢p\
@‘ﬁ<m(ra)+r—zm>—w
g@) o ( af(r)\ , f(r)d*>g(6)  2mE
I E(T or >+ r2 002 =~ [ 90)

Laurent Pietri ~9~ Lycée Joffre - Montpellier



TD : Mécanique quantique II ~ Equation de Schrédinger dans un potentiel V(x)

Physique : PC

B T NI T O
(=5) ]

< rf(r)or rr r2g(6) 002 —  h?2
r 0 ( 6f(r)> 1 0%29(9) 2mE
< —=|r =~ r
f(r)or or g(8) 067 h?
r d( of(r)\ 2mE 1 92g(6)
o —|r +——r2=—
f(r)or or h? g(0) 067?
On retrouve une équation différentielle du type : A(r) = B(0), par conséquent :
1 9%g(6) _ o= g2
70 007 - cste = —a
—a? pour conserver une solution de module unité. (non divergente)
790 w2906y =0
90? J

=g(0) = Ae'¥* + Be~a?

Pour conserver une fonction de module unité on choisit : (l'autre solution est

valabe aussi)

g(0) = '
Comme la fonction est 2w — périodique on a :
eO — ei27wc — ei4na — ...

Ce qui est réalisable si a est un entier.
= g(6) = e'%" oun est un entier.

¢) On a démontré que :

r ad( of(r)\ 2mE , 1 929(6)
%E(T ar >+ ne | T g(6) 062
r d( df(r) o
@ma(?’ or >+ PP r°=+n
r af (r) s 9o g, 2mE
f(r)@r( pm ) + k“r* =4n“ouk” = e
d
N ]%EG j;ir)> + (k*r2—n?) =0
02 d
r<r T, ];E,r)>+<k2r2—n2>f(r>=o
02 d
LT T e~y = 0

Posons : x = kr alors :

of _ofox_ of &f_,0f
or  oxor ax or? dx?2

i
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:;ngzT];+x%+ (x2—=n?)f =0
4°) I’énoncé nous fournit la figure suivante :
A V() i
0.5 1
0 X
—0.5 -

Sur la figure de I’enclos on remarque que la densité de probabilité est maximale en
x=0, on choisit donc la courbe qui correspond a n=0.

Si on compte « les vaguelettes » des ondes sur la figure de ’enclos, on remarque qu’on
a une cinquieme annulation au bord de I’enclos qui correspond a x=15. Par

conséquent :
kR = 15
2m*E
& ) R =15
15)2h2
E = (ZTn;*RZ = 7,0.10_20] = 0,44 eV

Par rapport au résultat de la question 2°), on remarque que la prise en compte de la
géométrie circulaire modifie le résultat de 10% seulement.

5°) On en déduite la vitesse des électrons confinés :

2E
v= |—=6410"ms!
m
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MQ25 — Molécule d’ammoniac

1. L'équation de Schrodinger pour la partie spatiale s'écrit :
I 6:¢ + E¢ =0, soit
—— =0, soit:
2m dx? ,
d’¢ 2mE
a2t e =0

[2mE
On pose k = % On a alors ¢4 (x) = A sin(kx + 0).

Conditions aux limites :
La fonction d'onde doit &tre continue en a et b :

® Pour x=a : ¢y (a) = Asin(ka+0)=0. On choisit 6 tel que
ka+ 6 =0.

e Pourx =b:¢4(b) =Asin(kb+6) =0,
soit ¢q(b) = Asin (k (b — a)) = 0.

On doit donc avoir k (b — a) = nm avec n entier strictement positif.

2mE
On en déduit que : am= — n_wl soit :
h? b—a

, TR
L 2
2m (b —a)
On en déduit : ¢4 (x) = Asin(k (x —a)).

Degré de dégénérescence :

Il y a deux états physiques distincts pour chaque niveau d'énergie E. On dit
que le niveau d'énergie est dégénéré et le degré de dégénérescence vaut 2.

Condition de normalisation :

. i Ent
W, (x,t) = Asin(k (x —a))exp ( ; )

i 5i X —a i E,t
= Asin|{nm exp| —
b—a P h

b
La condition de normalisation s'écrit : / |¢d (x,t)|2dx =1 puisque la
a

2
particule est confinée entre a et b. On doit avoir : > (b—a)=1.0n

choisit A = —

déduit donc :

[ 2 — | E
Y, (x,1) = — b_asin(27rz_2)exp(—l hof)

pour x compris entre q et b avec n = 2 et une énergie Ej.

p pour retrouver la fonction d'onde de ['énoncé. On en
—a

Laurent Pietri ~12 ~ Lycée Joffre - Montpellier



TD : Mécanique quantique II ~ Equation de Schrodinger dans un potentiel V(x) Physique : PC

Relation entre v et [ :

oo

¥ doit vérifier la condition de normalisation : f | (x,t)lzdx = 1
—00

W (x,0)|* = WU* = (aW, + B¥,) (" V] + 3*¥))

= ao* W, Uy + 3"V, car les termes Wy et VW, sont toujours
nuls.

On a donc :

(o] (o]
2
f |~v(x,r)|2dx:f o [P + 187 (a2 dx = [af + 61
—00 o0

On en déduit la relation :

jaf® + 15 = 1
2. On obtient les deux graphes suivants a r =0 :

fonction W,

fonction W
- e M
A A I\ 1\
0.8 1/ [ 0.8 4/} I
1 [ 1 I
[/ ,’ ]i, ! ‘l 1JI \\
049 |\ ! \ 0.4 4 | [
i
1 | | P
0 ‘l T \ | i 0 A \ i d \ |
1 1 Vo {1 1 ] Lol
| I I
| | |
—0.4- ‘l l' |\ f; —0.4- 'i| ,’ l‘ ,J
\ i
1\ \ [ / iy
—().81 \ \ I —0.81 v/ ‘1’[
] \J v/ €T ] 1/ [T
-2 -1 0 1 2

La partie spatiale ¢, est paire alors que la partie spatiale ¢_ est impaire.
La possibilité du passage de la particule d'un puits a un autre par effet tun-
nel décompose chaque niveau d'énergie : la dégénérescence est levée.

3. ® Si la particule a pour énergie E,, alors

Wi (1) = ¢ (x)exp (—IETJJ) et W_ (x,1) = ¢_ (x) exp (——ii_r) :

e Il faut exprimer W (x,0) = c,‘bg (x)en fonction de ¢, et ¢_ pour en
déduire L'évolution temporelle.

1
Pour t =0, on a ¥ (x,0) = ¢, (x) = " (b )+ ¢_ ().

A un instant 7 quelconque, la fonction d'onde est :

_ 1 IE 4t iE_t
U (x,t) = E (¢+ (x)exp (_T) + ¢_ (x)exp (_ ))

h
E E_
On pose : E,, = % et AE = E; — E_. On en déduit que
2E, = E. + E_
AE=E, - E_
Soit

E+ = En + AZE
B = Em —=d

Laurent Pietri
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II ~ Equation de Schrodinger dans un potentiel V(x)
| iAEt iA
Vx,)=— (<b+ (x) exp (—7) + ¢_ (x)exp (

Et))ex (_ime)
7 P\ )
1 1 I AE Bt

v = 75 (G0 oumpemn (<557 ) Je (-5 +

1 /1 ‘AE i Epn
%(E (¢ (X)—@l(x))exl)(l - [))em(—l ht)

1 it iAEt iAEt
v (x,1) = Eexp (— - ) (gbg (x) ( ( ) +exp( " ))) + ...

| 1Bt zAEt
...—|—§exp(— b )(gbd(x)( ( 7

On en déduit que :
iEnt AEt . . {AEt
> ) (qbg (x)cos (T) — iy (x)sin (H))

L'énergie n'est pas connue avec certitude puisque W (x, t) n'est pas un état
propre de l'hamiltonien.

wus

On a alors :

W (x,1) = exp (—

La probabilité de présence dans le puits de droite est :

b b 2
AEt AEt
Py = f W (x,0)|*dx = [ ¢g4 (x) sin (E) dx = sin? (—)

2h
b 2
puisquef ‘qﬁd (x,t)| dx = L
a

De méme la probabilité de présence dans le puits de gauche est :

- AEt 1+cos(AE‘)
4= oh 2

On vérifie que P, + Py = 1.
La particule oscille donc dans chacun des puits avec une pulsation

AE 27 . A . AE
w=—= T une période T = 17 et une fréquence v = -
4. Pour une fréquence v = 23 870 MHz, on obtient AE = 1,58 x 1072* J

et une longueur d'onde A = 1,26 cm.

Laurent Pietri
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MQ26 — Radioactivité alpha

1. On trouve R = roA% = 7,3 % 10~ m. Pour r = R¢, on a

2(Z -2)é? 2(Z —2)é?
R s, LN S Caul LA SNBT
dmeoRe dreoE
2(Z —2) é
La valeur maximale du potentiel est Vy = g = 34 MeV.
4megR

2. D'aprés la mécanique classique, la particule v, initialement dans le puits
de potentiel, ne devrait pas franchir le pic de potentiel de hauteur V.
L'émission o ne peut donc se faire que par effet tunnel.

3. La particule rebondit un certain nombre de fois sur la paroi. La particule
« oscille sur un diamétre R a la vitesse v. Le temps mis pour un aller et

retour est 1o = —.
v
- . v
On a un phénomeéne périodique de fréquence f = o

La particule frappe donc la paroi % fois par seconde.

v
La probabilité qu’elle franchisse la barriére par seconde est Tﬁ = —.

To
If 341
Le temps de vie est 7= ?0, dot:InT=1Intyg + ——— — 74,8

+ E (en Mev)
Pour E = 4,78 MeV :

1
La vitesse de la particule o se calcule avec E = Emavz, soit

2E 7 2R -2
v=_|— =151 x10"m.s” .0Onaalors fp = — = 9,66 x 107 s.
My v

On en déduit alors 7o = 9,7 x 1072 s et 7= 1,7 x 10* .
Pour E =9 MeV:

Onafr=70x10"2setT7=5,3x 107 s.

On a donc des variations assez faibles de g pour les émetteurs «v. Le facteur
dominant dans l'émission «v est la pénétration de la barriére de potentiel.
fo est le temps entre deux rebonds successifs sur la barriére de potentiel. Ce
temps est quasiment le méme pour tous les émetteurs av. On a donc la for-
mule approchée :

341 341

InT=mn102' 4 ——— —748=—1234 ———
Vv E (en Mev)  E (en Mev)

On peut vérifier expérimentalement que le graphe représentant In7 en fonc-

1
tion de ——————— est trés proche d’une droite prédite par cette théo-
+/ E (en Mev)

rie élémentaire.
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MQ27 — Puits de potentiel infini et énergie

La fonction d'onde pour les états stationnaires sécrit :

| Et
¥ (x,1) = ¢ (x)exp (—lh) . L'équation de Schrédinger pour la partie

tiale s'écrit : thzd)—FVﬁ)—E(‘)
spatiale s'écri I e h= E¢.
region | E region |l 3 region |ll

7

1 = 7

—

IR

A v U

=0 r=a

Région I et III :

Le potentiel est infini, on doit avoir : ¢; (x) = ¢y (x) = 0.

Région II :

L'équation de Schrodinger s'écrit :

K d d?¢  2mE
ﬁ£+E¢=0,soit£+7@=O.

e 1°cas: E < 0.0naalors ¢ (x) = A" ch (axx) + B’ sh(cx) en posant

2mE ) : s g
o= - Pour avoir ¢ (0) = 0 et ¢ (@) = 0, on doit avoir A’ =0
v

et B'=0. Ce premier cas est exclu physiquement puisque la densité
linéique de probabilité de présence de la particule est toujours nulle.

e 28me cas : E = (. On exclut physiquement ce cas puisque la fonction
d’onde est également nulle.

. 2mE
® 3°Me c3s : £ > (0. On pose k = Rt On a alors :

¢p (x) = A cos (kx) + B sin (kx)
Conditions aux limites :
La fonction d’'onde doit étre continue en 0 et a :
e Pourx=0:05(0)=A=0

e Pour x =a : ¢y (a) = B sin (ka). On doit donc avoir ka = nw avec n
entier strictement positif.

2mE n
On en déduit que : [ —— = _7r' soit :
h? a

2ma*
On observe donc une quantification de l'énergie contrairement & la méca-

nique classique ol L'énergie mécanique peut prendre toutes les valeurs entre
0 et oco.

On a une quantification de U'énergie puisqu'on a un état lié de la particu-
le. Elle intervient lors de l'étude des conditions aux limites.
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