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MEF3 — Equations locales de la dynamique des fluides

A — Travaux dirigés

MF31 — Effet Magnus — Voile Flettner

Un bateau est muni d'un cylindre vertical de rayon a et de hauteur h, tournant
autour d’un axe vertical & la vitesse angulaire @ = wu,. L’air est assimilé & un fluide

parfait incompressible et le vent souffle & une vitesse uniforme constante U = u u,.
L’écoulement de potentiel des vitesses ¢ = ucos(6) ( + r) correspond au

c
mouvement du vent autour du cylindre fixe. L’écoulement de vitesse v, = ug pour

r2>a correspond a 'effet d’entrainement de l’air par le cylindre en rotation. On supposera

dans tout le probleme le régime permanent établi et 1’écoulement du fluide supposé homogene,

Avant du bateau

irrotationnel.

—_—t
direction du
vent

1. Donner la relation entre la constante C et ®. On remarquera que dans ce modele la vitesse du
vent sur le cylindre est celle du cylindre.

a) Calculer les composantes de la vitesse du vent ¥ dans la base polaire.
b) Représenter, pour différentes valeurs de w, la carte des lignes de courant du fluide, en

précisant les points d’arrét ou points de vitesse nulle.

3. Déterminer la pression P(a, 8) en tout point du cylindre et en déduire la force exercée par le fluide sur le cylindre,
par unité de longueur de ce dernier.
4. Préciser le sens de rotation du cylindre qui correspond a une force propulsive.

Rép:1.C=2ra’w 2. a)v—ucos(@)(l——)ur+u9 (——usm(@)( +1)) b)3=0..

u

3.p(a, 0 =p, —(— —a? ) - E(4u sin? @) + 2 pu a wsin 0 4. Le cylindre tourne dans le mauvais sens.

MF32 — Plaque oscillante

Une plaque supposée infinie confondue avec le plan z = 0 oscille avec une vitesse U cos(wt )u, dans un fluide de
masse volumique p et de viscosité 1. On neglige la pesanteur et le champ de pression est supposé uniforme. Le champ des
vitesses est de la forme ¥ =v(z,t)u,

62

. , . o . a
1. Montrer que v(z,t) est solution de I’équation de diffusion suivante : a_z =V

2. Chercher une solution dans le domaine z > 0 de la forme :
v(z,t) = Re (v(z t)) ol v(z,t) = Ae/@tk2)
Ou A et k sont a priori complexes. En déduire la solution dans le domaine z < 0.

Rép : 1. Navier-Stokes... 2. v(z,t) = Ae™#/¢ /@D ou s = ZIV =>v(z,t) =Ue %% cos (wt - %)

MF33 - Chariot entrainé

Soit un chariot cubique de c6té a, rempli initialement d’un liquide sur une hauteur z = H < a. Ce chariot, remplit
d’un liquide, se déplace sur le sol avec une accélération constante : @, = ae,. Notons a, D'accélération relative du fluide
par rapport au chariot.

1. Quelle est I'accélération du fluide par rapport au référentiel terrestre supposé galiléen a;.

2. Faire un bilan des forces sur chaque la particule de fluide.

3. Appliquez la loi fondamentale de la dynamique & un volume mésoscopique dt dans le référentiel terrestre. En
déduire que : p(@, + @, — §) = —gradp

4. En déduire la loi vérifiée si le fluide est au repos dans le référentiel 1ié au chariot.

5. Quelle est I'allure de la surface libre du liquide lorsqu’elle est stabilisée. Donnez I’équation vérifiée par z = f (x)

Rép:1.0Ona:a;, =a,+a, 2. La particule de fluide est soumise au poids et aux forces de pression. 3. On a : dma; = dmg — gradp dt ..
4. p(ag—g) = —gradp 52-—;x+HouZ——;(x——)+H
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B — Exercices supplémentaires

y  atmosphere
Po

MF34 — Ecoulement sur un plan incliné

On considere un fluide de viscosité de masse volumique ui s’écoule
) q q ®

IS

sur un plan incliné d’angle o entre z = 0 et z = L. On néglige les forces de viscosité
a l'interface entre le fluide et I'atmospheére. L’écoulement est stationnaire, homogeéne

et incompressible. Le champ des vitesses est de la forme : ¥ = v(x,y, z)u, o
1. Démontrer que v(x,y,z) = v(y)
2.  Exprimer p la pression du fluide en fonction de Py, u, g, a,y et e. \
-

3. Exprimer v(y) en fonction de u,g,n,a,yete. Calculer v,,, et tracer

e =1 ()

4. En déduire le débit massique D,,.

: 2
Rép : 1. Ecoulement incompressible.. 2. p —p, = —pg cos(a) (y — e) 3. Vax = &:(a)% 4. Dy, " 3

_ i*gLsin(a) €3

MF35 - Ecoulement de Poiseuille plan de deux liquides non miscibles

On réalise un écoulement de Poiseuille plan de deux liquides non miscibles, considérés tous deux comme
incompressibles, entre deux plaques planes horizontales. Les masses volumiques des liquides sont s, et u,. Ils sont tous
deux newtoniens, de viscosités dynamiques 7, et 7,. L'écoulement est stationnaire. On travaille dans le référentiel terrestre,
supposé galiléen, dans lequel les deux plaques sont fixes. L'axe (Oz) du repére cartésien est vertical ascendant. Le liquide

N . b S . b
indicé 2 occupe la zone comprise entre z = —jetz = 0. Le liquide indicé 1, celle comprise entre z = Oetz = e On

néglige les effets de bord c'est-a-dire qu'on suppose ces deux zones infiniment étendues selon (Ox) et (Oy). On impose une
pression P, uniforme dans le plan x = 0, et une pression P, < P, dans le plan x = L.

L. Quelle est la relation d'ordre entre w4, et u,? Justifier.

2. On néglige désormais 1'effet du poids. On admet que le champ des vitesses est de la forme :

vy = v, (x, 2)Uy et U; = vy (x, 2)Uy

Montrer que la pression ne dépend que de x.

3. Montrer que dans chacun des deux liquides, le champ des vitesses ne dépend pas de x. Etablir les expressions des

deux champs des vitesses.

4. Donner les allures possibles du champ des vitesses en fonction de z selon la valeur du rapport 7,/7,.
ki (z b)z + bCPs—P (3, +15) (z - 2) e 4

2mL 4:71L(r]1+272) 2

Rép: 1. <2 2.9=v(2)u;.. 3.v(2)= 3

MF36 — Débitmetre

z §1 atmosphere
Po Po
3] W —
\
v < A Ao U2
Sl i 52

On considere un fluide qui s'écoule dans une canalisation horizontale. L'écoulement est homogene, permanent,
parfait et incompressible.
1. Exprimer le débit volumique en fonction de S3,S,, g et h.
2. Si§, < §;, comparer les pressions a l'entrée et a la sortie de la canalisation.

, 2gh
Rép:1.D, = 5,5, /ﬁ 2. Da, < Pa,

Laurent Pietri ~2~ Lycée Joffre - Montpellier



TD : Mécanique des fluides III ~ Equations locales de la dynamique des fluides Physique : PC

MF37 — Cyclone

A Tintérieur d’'un cylindre d’axe Oz, de rayon R, I'écoulement de lair est homogene, parfait, permanent,
incompressible et tourbillonnaire. On définit a U'intérieur de ce cylindre (appelé ceil du cyclone) le vecteur tourbillon :
0= QU ou Q= cste
A Pextérieur du cylindre, 'écoulement est homogene, parfait, permanent, incompressible et irrotationnel. On note
P, la pression infiniment loin du cylindre. Les lignes de courant sont des cercles. On admet que ¥ = v(r) u, . On néglige les

effets de la pesanteur. On rappelle que :

104, 04,

. raf 0z
rot A = 04, 04,
0z ar

\1(2020 24 )

2. Déterminer la pression p en négligeant les effets de la pesanteur.
Rép: 1. v(r<R)=Qr etv(r =R) :RZTQ 2. p(r <R) =§.QZ + (po — uR*¥) et p(r = R) =p, —

1.  Exprimer v en fonction de r et R.

yR492

2712

MF38 — Ecoulement de Poiseuille dans un cylindre
On considére un cylindre horizontal de rayon R, de longueur L. Le champ des vitesses est de la forme ¥ = v(r) u,.

On appelle p la masse volumique et 1 la viscosité du fluide. Le Laplacien du vecteur vitesse s’écrit :

T3 = 10 ( avz>+ 1 9%, +62vz
v= ror rar r296° 0z2

L’écoulement est stationnaire et incompressible. On néglige les effets de la pesanteur. On appelle p, la pression a

—

z

lentrée du cylindre (z = 0) et pg la pression a la sortie du cylindre (z = L).
1. Déterminer la vitesse du fluide, a Uintérieur du cylindre, en fonction de py, pg, L,n, R et 1.
2. Déterminer le débit massique, dii a I’écoulement, en fonction de py, pg, 1, L et R.

. _Pp=Pa, 2 p2 _ MTPA—PB p4
Rép : 1.17——4]7L (r R*) 2. D, P R

MF39 - Ecoulement de Poiseuille dans un tuyau

On considére un tuyau cylindrique, de rayon R, de longueur L, horizontal et parcouru par un liquide newtonien de
viscosité dynamique m. La pression sur 1'axe du cylindre est P; a l'entrée et P, a la sortie du tuyau. L'écoulement est
permanent et laminaire.

On ne tient pas compte de la pesanteur, dont les effets sur le fluide sont compensés par la réaction du tuyau. Dans

ce cas, le champ de vitesse est de la forme ¥ = f(r)u,.

L

Justifier que le champ de vitesse ne dépend que de la variable r.
2. Justifier que la pression est uniforme sur une section droite du tuyau.

a) Comment s'adapte la définition de la viscosité dynamique dans le cas de 1'écoulement étudié ?

b) En raisonnant sur un cylindre de fluide de longueur L et de rayon r, établir une équation liant le champ de
vitesse et les pressions en z = 0 et z = L.

c) En déduire le profil de vitesse f (r).

4. En déduire le débit volumique a travers une section du tuyau. En établissant une analogie avec la loi d'Ohm de
'électricité, définir la notion de résistance hydraulique. Exprimer la résistance hydraulique du tuyau en fonction
des données.

Rép: 1. f(r,0,z) = f(r) 2.PFD =p(r,0,z) = p(2) 3. a) m = ng—:dSuvz’avec dS=rdédz b) (p(0) — p(L))mr? + Zm‘Ln% =0
L P 8L

P, .
c) ¥ = —:qu (R?=7r2u; 4. Rpyq = —
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MF310 - Vidange d'un récipient

On réalise 1'expérience suivante : un récipient, de section S = 8.10° cm?, rempli d'un fluide

incompressible de viscosité N = 0,3 Pl et masse volumique p = 900 kg.m™ sur une hauteur initiale S

hy = 3 m, se vide par un tuyau horizontal de longueur L=1 m et rayon R=5 mm situé sur sa partie
basse. On prendra g = 9,8 m.s 2. h(t)

On admet que dans le corps du récipient (en dehors du tuyau), la vitesse du fluide est

suffisamment faible pour que 1'on puisse considérer la situation comme statique.

1. A quelle condition sur la section S du récipient cette hypothese est-elle vérifiée ?

2. Que vaut la pression P, a l'entrée du tuyau ? Et celle P, en sortie ?
3.  En supposant 1'écoulement laminaire et quasiment stationnaire, évaluer le débit volumique sortant du tuyau.
4. Que vaut la vitesse débitante de sortie v initialement ?
5. Vérifier a posteriori la nature laminaire de 1'écoulement.
6. Trouver une équation différentielle satisfaite par h(t), hauteur de fluide dans le récipient.
7. Quelle est la durée nécessaire pour vidanger la moitié du récipient ?
Rép:1.S>» zR2 2. P,=Py+ugh 3.D,= %"Zl 4.v=28cms™! 5. Re=84<< 2000 =Laminaire 6. 7= jj’:g 7.t =21h

MF311 — Ecoulement du Ketchup

On considere I’écoulement laminaire, stationnaire, irrotationnel et incompressible du ketchup assimilé a un fluide
visqueux, de masse volumique p, dans une conduite verticale et cylindrique sous le seul effet de la pesanteur. On suppose
que la pression ne varie pas le long du tube. On note Oz ’axe du tube. Le champ eulérien des vitesses est, en coordonnées
cylindriques : ¥ = v(r)u,, ou r est la distance du point M a 'axe du tube, et ou le vecteur u, est orienté dans le méme
sens que laccélération de la pesanteur g. On note o(r) la projection sur u, de la force tangentielle surfacique que le fluide
situé a l'intérieur du cylindre de rayon r exerce sur le fluide situé a l'extérieur du cylindre de rayon r. Le ketchup est un
fluide non newtonien caractérisé par le comportement rhéologique suivant :

P

av pour o(r) = oy
dr

0 pour o(r) < oy
Les deux parametres 1 (homogene a une viscosité dynamique) et oy sont deux caractéristiques du fluide étudié.

1. On considére une particule de fluide, comprise entre z et z+dz et entre r et r+dr. Etablir équation différentielle
du mouvement de cette particule de fluide.

2. Intégrer cette équation différentielle et donner I’expression de o(r).

3. En déduire I'expression du champ des vitesses. On sera amené a distinguer deux cas, selon que r est supérieur ou
inférieur a un rayon caractéristique 1. On fera de plus 'hypothése que 1y < R. Donner l'allure du champ des
vitesses en fonction du rayon r. Expliquer pourquoi on parle d’écoulement bouchon.

4. Donner I'expression du champ des vitesses lorsque 1y = R. Déterminer 'ordre de grandeur du rayon minimal d’un

tube permettant 1’écoulement du ketchup : oy est de l'ordre de 50 Pa et nde l'ordre de 10°Pa.s et u=

1400 kg m™3.
Rép : 1. % = ugr 2. 0= %ygr 3.1y = % 4. v(r) = 0, on obtient r, = 7mm.

MF312 — Viscosimetre a boules

Un type de viscosimetre est schématisé sur le schéma ci-contre. Il est constitué d’un tube index « i -
capillaire C reliant deux boules B; et B,. La boule By est remplie jusqu’au niveau a (index a) d'un | poule B,
liquide incompressible, de masse volumique p et de viscosité h. On mesure le temps t mis par la index b
surface du liquide pour passer de ce niveau, au niveau b (index b). Ce viscosimétre est utilisé pour lubeC
faire des mesures relatives. capillaire boule
1. Montrer que si 'on prend deux fluides de masse volumique p; et p,, de viscosité n, et n,, B,
les temps de transit 7, et T, sont tels que : n_An
N2 P2 T2

2. Les masses volumiques respectives de I'acétone et de l'eau a 293 K sont : pges = 792 kg -
M3, Pequ = 998 kg - m™3
La viscosité de I'eau est de 7,4, = 1,005 1073 Pa - 52293 K. 1l faut 7,4, = 120,5 s & 'eau, pour s’écouler entre les deux
index du viscosimetre. S’il faut T,.4 = 49,55 a l'acétone, quelle est la viscosité 1,4, de 'acétone ?

p - = Ay = S X = 1073 Pa -
ch.l.D,,—gnLAp—cste:»t.Dv s‘r‘Ap... 2. Ngee = 0,328-107° Pa - s.
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