TD : Mécanique des fluides III ~ Equations locales de la dynamique des fluides Physique : PC

MEF3 — Equations locales de la dynamique des fluides

A — Travaux dirigés

MF31 — Effet Magnus — Voile Flettner

1. Il y a continuité de la vitesse au niveau du cylindre d’ou :

aw=—— =C=2ra°w
27ma

2.
- 2
a) Ona:ﬁ=§]’+§§=grad(|)1+%ﬁgoﬁ (|)1=uc05(9)(a +T)

5
Or:grad f = 5, Ur TooUet U,

=v=ucos(0)| ——=+1|u,—usin(@)| z+1)ug+—ug
r r r

- az — — azw . az —
= |V =ucos(0) 1—5 U, + Ug T—usm(@) r_2+1 Uy

b) Les points d’arrét sont tel que : ¥ = 0. Deux cas sont & étudier

r=a=wa=2usin@
2

2
7 ™ atw a
0=~ (ou——) :,>—=u<r—2+1> =a’or = u(a®+r?)

2 2 T

wa

r =aetsin(f) = —
2Uu

< 2
Vs a‘w
O=—etr’?———1r+a*=0

2 u

wa

!{ r=aetsin(6’)=z
I
\

= r 2o 1 |(a2e\’
O=zetr=7u*3 (7) ~4a?
( r=aetsin(t9)=w—asiw—aS1
2u 2u
©<0_7r _d’w 1+l 4?2 Lo
\ —Zetr— 2u - a? | >t i =

r . a’w 4u? .
Remarque pour = —=, on obtient : r = —(—1 + /1 — = 2> < 0 ce qui est
2 2u w-a

impossible.
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Premier cas
; ; : 0a . 2
r=a et @a-2vysinf=0,cequidonne sinf=— si <22,
2!}0 a
[l existe alors deux points d’arrét A et B sur le cylindre, symétriques par rapport a
I"axe (Oy) (cf. schéma) .

cylindre

A

- 2y ; ’ ; n
Au cas particulier @=—L correspond un point d’arrét sur le cylindre en 8= "

(cf. schéma).

N

Deuxieme cas
_ 2y, .. ; : DL i .
Si@> —, il existe alors un point de vitesse nulle a I'extérieur du cylindre
a

(cf. schéma).

.‘,

\\U’//

point d’arrét

cylindre
O

.

X

A\

3. L’écoulement du fluide parfait est permanent, incompressible, et irrotationnel a

I’extérieur du cylindre d’ou :

u
Do +ﬂ§=p(a,<9)+u—

v(a, )

2
u v(a, 9)2
<Po +ﬂ§ =p(a, 0 +ﬂT
u u )
<pla, ) =p + Hy ~ E(aco— 2u sin(6))?

u
<p(a, 0) =p, +E(—— aza)z) —%1(4112 sin @) + 2 yu a wsin 0

2\2
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On va calculer la force résultante sur le cylindre :
¥

A

-
n

On a:

 dF = —piidse {dFy = —pdSsin® = —p ha sin6 do

dE, = —pdS cos® = —p ha cosO do
- p(a,0) =A+ Bsin@ + Csin? 0

D’ou les intégrales suivantes a calculer :

( 7€Asin9d9=j£Acos€d6=0

_CstinZ 0do=r

sin2 817"
) jLB sin(é) cos(0) dO = 7€B sin(@) d(sin(0)) = B > =0
lo
_ cos? 017"
f C cos? @sin 0dO = — f C cos? @d(cosO) = —C 3 =0
lo

\ jLCSinZ @sin 0d6 = — jé C (1 — cos?) Od(cosf) =0

F,=0

Donc : {Fy =—-Brha=-2uurnrha®w

-

_ 2 T
=|F =—-2uurnha® ou,

Laurent Pietri ~3~

Lycée Joffre - Montpellier



TD : Mécanique des fluides III ~ Equations locales de la dynamique des fluides Physique : PC

MEF32 — Plaque oscillante

1. »Supposons|'écoulement incompressible. Dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen, 'équa-
tion de Navier-Stokes permet alors d’écrire :

a? — T — I - —
p(W+{v -grad]v):—grad p+nAv+pg.

> D'apres I'énoncé, la pesanteur est négligeable ce qui autorise a négliger le poids. De plus, le champ de
pression est supposé uniforme donc de gradient nul. Léquation de Navier-Stokes se simplifie en :

8_) — T 7 — —-——
,O(—U—l-(v -grad)v):nA v

at
> Par ailleurs, la forme sous laquelle on cherche le champ des vitesses annule le terme non linéaire :
I g — — ax — c —
(v-grad Jv'=(vu,)-| 0, | vV=v—1v=0.
2 ax
z
Final t, il rest v A Gl
> Finalement, il reste: p —— = v = :
P =1 Tz
En projection sur u,, on tire I'équation demandée :
dv _nd*v
ot  p dz2

ol I'on reconnait la viscosité cinématique v =n/p. Cette équation a la forme d’'une équation de diffusion
sans terme de source externe, avec un coefficient de diffusion ».
2. »Transcrivons I'équation (10.8) en notation complexe :

jor=v-k)y dou k'=—j=
> Extrayons la racine complexe de k* :

LW . w 1—-j [w 1—j 2V
k*=e 172 Z=  dou k:ie_”/“‘/—:i—J‘/—:i J avec & =1/ —.
- % - B% V2 Y 9] w

En reportant dans la forme de la solution cherchée :

ser1=sov(-)on{jor+73)

puis, en écrivant A=A exp(—j¢):

v(z, t)=NRer(z, t):Aexp(:Fg) cos(wt;%—g&).

Z

Dans le domaine z >0, I'amplitude A exp (:F 5

) du champ des vitesses ne peut pas diverger lorsque z —

+00 : il faut donc choisir le signe « —».
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> Examinons les conditions aux limites sur la plaque. I'écoulement étant visqueux, le fluide « colle » aux
parois impermeéables : la vitesse du fluide est donc confondue avec la vitesse de la plaque en z =0.

v(z=0,1)=U cos(wt).
En identifiant a la solution trouvée prise en z =0, il vient, a chaque instant :
Acos(wt—yp)=U cos(wt) dou A=U et ¢=0.

> En conclusion, le champ des vitesses s’écrit pour z >0 :
z

V(z>0,1)=U exp(—%) cos(cor—g)u__:.

> Le domaine z < 0 est symétrique du domaine z > 0. Le champ des vitesses s’y déduit par parité :
z z
V(z<0,t)=U exp(g) cos(wt + g)u_:
On pouvait aussi raisonner de maniéere analogue a ce qui a été fait pour z > 0 : 'amplitude du champ des
vitesses ne peut pas physiquement diverger lorsque z — —o0, d’ol1 le choix du signe « +» dans I’équation
(10.9).
> Le champ des vitesses complet fait apparaitre une atténuation de la vitesse du fluide sur une distance

2y
caractéristique 6 =/ —, d'autant plus courte que la plaque oscille rapidement. Inversement, cette dis-
w

tance caractéristique augmente avec la viscosité cinématique du fluide environnant.

De plus, les différentes couches mises en mouvement par l'oscillation de la plaque n'oscillent pas en
phase. Ainsi, par rapport a la plaque, la couche de fluide se trouvant a distance |z| oscille a la méme
pulsation que la plaque mais avec (voir figure 10.28) :

* une amplitude atténuée d'un facteur exp(—|z|/o);

* un retard de phase |z]|/6.

ZT ,

a)

a) Ensemble des vecteurs-vitesses explorés au cours du temps pour différents z. b)
Représentation de v,(z, t) en fonction de z a différents instants.
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MFEF33 - Chariot entrainé
1. Ona:a;=a, +a,

2. La particule de fluide est soumise au poids et aux forces de pression.

3. On a:
— .1

dma; = dmg — gradp dt < a, + a, = g — gradp—
< p (@ +a,—g) = —gradp
4. Sile fluide est au repos : p(a, — g) = —gradp
5. Donc :
Qui s’integre en :
p =—pax —pgz+C

Or au niveau de la surface :
p = —pax —pgz+ C =p,

a C —
Sz=——x+ Po
g pPY

cste
Vu que la surface libre est une droite et que le volume est conservé. Le point milieu est

aussi conservé ainsi :
(5)=H
zZl—) =
2

a a a2
—>H=——X—=—+cste=cste=H +—
g 2 2g
a a
:,>z=——(x——)+H
g 2
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B — Exercices supplémentaires

MF34 — Ecoulement sur un plan incliné

1. La vitesse est de la forme : ¥ = v(x, y, 2)u,. Or I’écoulement est incompressible et
homogene donc :

d. —>_O avx_o _
vv = :ax— =v=v(y,2)

On suppose qu’il y a invariance suivant Oz, d’ou :
v = U(:V) Uy

2°) Léquation de Navier-Stokes s'écrit :

" v S —>\ 5 . — %
ua:u(a—t+(v-grad) v):,ug—gradp + nAv

. v . ,. . .
'accélération locale 8_ est nulle puisque l'écoulement est stationnaire.
f
r - - - - — —
l'accélération convective est : (v - grad) v.

- ﬁ - r . -
v - grad est un opérateur que l'on peut exprimer avec les coordonnées car-
tésiennes :

d
ax
S =\ L, vy |9 |, w(y). =
(v-grad)v: 0 l— Jv=v(y) oy = ()
az

Attention a I'écriture de 1’opérateur Laplacien vecteur. En coordonnées carté-
siennes, I’opérateur Laplacien scalaire est :

- U 22U U
A=V Uu="F+ 1+
ax2  ay? = 9z2

Ady
L’opérateur Laplacien vecteur s’écrit : Ad = | Aay
Aaz
9%
Avx = —2
Le Laplacien du vecteur vitesse est : Av = ay
Avy =0
Av, =0
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La projection de l'équation de Navier-Stokes dans la base des coordonnées
cartésiennes s'écrit :

0= - | esinatnll
= —— sin v —
ap
0=———pugcosa
dy
0
0___p
07

D'aprés la troisiéme projection, la pression p ne dépend pas de z.
On utilise la deuxiéme projection pour exprimer la pression p en fonction de

ap
v.Onadonc|{ — ] = —ugcosa.
Ay /

0
On utilise I’équation (%) = —pg cos . On travaille a x constant. On peut remplacer la
v X

d
dérivée partielle (8—‘0) par d—fﬂ) séparer les variables et intégrer. Attention, pour chaque
X J

valeur de x, on a une constante d’intégration. On a donc en fait une fonction f (x) qui appa-
rait lors de I'intégration.

: . e . d
On travaille @ x constant. La deuxiéme projection s'écrit : i — 48 COS (x.

On sépare les variables :
dp = —ug(cos a)dy
L'intégration donne :
p(x,y) = —pg(cos @)y + f (x) (éq.1)

Conditions aux limites

Le fluide est en contact avec l'atmosphére pour y = e. On a donc égalité des
pressions pour y = e.
On doit donc avoir :

p(x,y =e) = po = —pug(cos w)e + f (x) (€q.2)
On fait la différence des équations (1) et (2). On obtient :

P — Ppo=—pgcosa(y—e)
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3°) On utilise la premiére projection de l'équation de Navier-Stokes pour

) . . ap . 0%
déterminer la vitesse v(y) : 0 = —— 4 pg sina + 1—.
ax dy?2
D'aprés la question précédente, p ne dépend que de y. On a donc a—p = 0.
X
— e e s , % :
'équation différentielle se réduit a : 0= pugsina+ nm, soit
y
d?v _ pgsina
dy?
dv sin o
L'intégration donne : — = —ug—y F:Cqs
dy U
Une deuxiéme intégration fournit la vitesse :
- 2
sin o
R 1LY
Ui 2

Conditions aux limites

® |a premiére condition aux limites est pour y = 0. Le fluide est en contact
avec le plan incling, doncv =0et C; = 0.

e |a deuxiéme condition aux limites est plus délicate a exprimeren y = ¢
puisqu’on ne connait pas la vitesse pour y = e. Il faut trouver une condi-
tion sur la dérivée de la vitesse.

Il n’y a pas de force de cisaillement ou de force de viscosité sur I'interface flui-

d
de/air, donc ad (y=e¢)=0.
dy

d sin sin
—v(yze) =0= —Me—l—Cl, soit C| = Mé.
dy n n

La vitesse s’écrit donc :

pugsina y?>  ugsina (g sin o ( y2)
v:————l——yez— ye —

o2 U] U
La vitesse maximale est obtenue pour y = e et vaut :
(18 sin o e’
n 2

Umax =
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Le graphe représentant v en fonction de y est représenté ci-dessous.

v

Vmax
1 ]
0,8]
0,6
0,4
0,2]
O 0,2 0,4 0,6 0,8 1o

On vérifie que v = 0 pour y = 0 et que la dérivée de la vitesse est nulle
pour y = e.

4°) On considére une surface élémentaire orientée dans le sens de l'‘écoule-

~ >
ment : dS = dydzu,.

- 2
Onavuquev:w(ye—y—).
n 2

- 2
Onadonc:szf]uw(ye—%)dydz.
n

On intégre y entre 0 et e et z entre 0 et L.
. 2 3q€
sin o e
/g L[y B y_] ¢
6 1o
3

On obtient : D, = u
n 2

. 3
sin
D, = i pESIa, fer e
n . 6
On en déduit finalement :
2 . 3
L
D, — pogLsinae”
n 3
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MF35 - Ecoulement de Poiseuille plan de deux liquides non miscibles

1. Le liquide qui est en-dessous est celui qui a la masse volumique la plus élevée. Cela a
été justifié dans le chapitre 10 en raisonnant sur une goutte d’un des deux fluides qui serait
insérée dans 1’autre. Soumise & son poids et a la poussée d’ Archiméde, elle monte si elle est
constituée du fluide le moins dense et inversement dans le cas contraire. On a donc u; < .
2. Pour commencer, le caractére incompressible des liquides, donc homogene et incompres-
sible de I’écoulement, se traduit pour chaque liquide par divV = 0, comme on I’a vu a la
fin du chapitre 11. Puisque le champ des vitesses est de la forme vV = v(x,z) iy, cela donne

av

=0,d’oll V =v(z) ity. On prend comme systéme une particule de fluide, de I’un ou I’autre

des deux fluides (donc sans indice pour le moment), de dimensions dx, dy, dz, située dans le
voisinage de M (x,y,z). On I’assimile & un point matériel. Elle est soumise a (pesanteur né-
gligée) :
* ]a résultante des forces de pression — é_rzc'lP dxdydz;
* les forces de viscosité exercées par les particules voisines ; ces forces de friction sont coli-

néaires au mouvement, donc 2 i, ;
Puisque le champ des vitesses est de la forme Vv = v(z)uy, les lignes de courant sont des
droites paralléles & (Ox). L’écoulement étant stationnaire, les trajectoires sont aussi des droites
paralleles a (Ox). L’accélération @ d’une particule est nulle puisqu’elle se déplace en ligne
droite en occupant successivement des points pour lesquels le champ des vitesses est le méme.
En appliquant la relation fondamentale de la dynamique a la particule de fluide, dans le réfé-
rentiel terrestre, il vient : — gradP dT + dFiscolty = 0. On en déduit que gradP est selon i, et
que —— Lo = oP =0,d’ot P = P(x).

Jdz  dy

3. Les forces de viscosité qui agissent sur la particule de fluide sont :

: : d -~
* celle exercée par la particule au-dela de z -+ dz , soit —|—n <4 (z + dz) dxdyu; ;

dv
* celle exercée par la particule en-deca de z, soit «n —(z ) dxd) T
4
La relation fondamentale de la dynamique projetée selon i, donne :
dpP d%v dp dzv

& dxdydz+nd 5 dxdydz =0, d’ou = n

Le premier membre ne dépend pas de z, le second ne dépend pas de x, donc la quantité
P;—P, .

commune est une constante K et F Ky conduit a Ky = —LE Dans le fluide 1, I’équa-

, e d?v; Ky e . S , .
tion différentielle —- = i s'integre (avec une notation qui facilite la détermination des
va 1

dvi Ko ([ b . Ko [ b\’ b
constante — = - — A 5 s - _
ntes) en & (z 2) +Aj puisen v (z) = 2771 ( 2) +A; (., 2) + B;.

dv, K b _ K b\? b
Et de la méme facon, dvzz 77(9) (-+ 5) +A; puis vy (z) = 21;1 (:_;_ 5) +A, (Z_;_ _> 35

&
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B;. Les conditions d’adhérence sur les plaques en z = b/2 et z = —b/2 permettent d’écrire

T , PEKy /(1 1 b
B1 =0et By =0. La continuité de la vitesse en z = 0 donne —— 77_ = (A1 +A2) 5
2

m

.. bKp (1 1 . o .

soit Ve 77_ — —n— = (A1 +A2). Il manque encore une équation pour pouvoir détermi-
1 2

ner I’ensemble des constantes. Celle-ci vient du principe des actions réciproques & 1’inter-

face : la force de cisaillement exercée par le fluide 1 sur une surface dS du fluide 2 est

d —
I’opposée de celle exercée par le fluide 2 sur la surface dS du fluide 1. m% (0)dSiu; =

d - . Kob Kob .
— (‘"772% (O)dSux>, soit 11 (—2—%— —}—Al) =15 (-—0— +A2> . On en déduit :
Z 1

21
W&%:E~&(_jq2+ﬂﬂ—aﬂﬁn+m)&*é>
2mL ) AmL(m+n2) 2
Po—P( b\ b(P—P)(m+3m)( b
t = ~ <
etv2(2) 2L (Z+2> - 4naL (N1 +1m2) 2
- z T _ z M
éﬂ m 1 EA ™ 10 é - 100
2 o 2 —_—
> X DEEEE—— X E— X
0 > Oor——=—> 0 - — — >
B B l=r bl
~2 ~2 ~2
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MF36 — Débitmetre

1.
{ 91 atmosphere
Po
f 230 N —
/o
W oA A
S
A] — A2

'écoulement est homogéne, parfait, permanent et incompressible (HPPI).

On peut appliquer le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant
A — A, soit:

A 1 A 1
% + 5”3&1 + 824, = % + Evz'iz + 824,

On en déduit :

1 |
PA, — PA, = +§M (U% - v%) (eq.1)

Conservation du débit volumique

'écoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit volu-
mique :

U1S1 = UQSQ (eq.2)
Al — Bl etA2 —> Bz

'écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales, alors on
peut appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homogénes
et incompressibles dans la direction verticale, donc :

pay = P, + pgh
On peut appliquer la méme relation pour Ay — Bj, soit

PA, = PB, + 1ghs

Laurent Pietri ~ 13~
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Les points B; et B, sont en contact avec l‘atmosphére, donc
PB, = PB, = po- On en déduit que :

Pay — Pa, = pgh(eq.3)
Des équations (1) et (3), on en déduit :

Soit :

Le débit volumique est :

2gh
St—S;

Dy =Sivy=5%

2. 51 5 < 8y, alors v, > vy d'aprés la conservation du débit volumique.
D’aprés le théoreme de Bernoulli sur la ligne de courant Ay — Aj, on a

PA, < Pa,

Un rétrécissement du conduit provoque une dépression.
Cet effet s'appelle l'effet Venturi. Exemple d'application : trompe a eau uti-
lisée en chimie.
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MF37 — Cyclone

1°) Comme v = v (r) Uy, le rotationnel du vecteur vitesse s'écrit en projection
. 1d
suru, : —— (rv(r)).
rdr

e 1" cas: r < R.Ona
1d

~ar (rvi(r)) =2

On sépare les variables : d (rv) = 2Qrdr
L'intégration donne : rv = Qr2 + C;. Soit :

C
’U=I‘Q—|——1
r

Si r — 0, la vitesse est nécessairement définie, alors C; = 0.
A l'intérieur du cylindre, la vitesse est donc :

v=r§2

e 28me a5 : r > R.Ona:
1d
——@rv(r))=0
rdr

) Ca
On a donc rv = C,, soit v = —.
r

: : : &)
La vitesse est nécessairement continue pour r = R, donc R = RQ.0nen

déduit donc la constante d'intégration :
= R’Q

La vitesse a l'extérieur du cylindre est :

2. A Uextérieur du cylindre :

L'écoulement est homogéne, parfait, permanent, incompressible et irrota-
tionnel (HPPII). On peut donc appliquer le théoréme de Bernoulli.
2
v
La quantité L4 + 5 + gz = cte est constante en tout point de l'écoule-
I

ment. Si r — 00, alors la vitesse est nulle et la pression tend vers pg. On
reste a la méme altitude, donc :

p v _po
4 — ==
B2 o
o RQ
On a vu dans la question précédente que v = ——.0On a:
r

1 RQ2

P=Po—FH—s

Laurent Pietri ~ 15~ Lycée Joffre - Montpellier
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A Uintérieur du cylindre :

'écoulement est homogéne, parfait, permanent, incompressible et rotation-
nel. On pourrait appliquer le théoréme de Bernoulli sur une ligne de courant
mais pour chague cercle, on aurait une constante différente. Cette méthode

ne permet pas de calculer la pression.
Il faut donc revenir a l'équation d’Euler.

v — 02 _ - —> &
[ 8—t+grad7—|—(rotv)/\v = —gradp + ug

-

v -
On est en régime permanent donc o = 0. A lintérieur du cylindre :

rot v = 2Qii.. On néglige les effets de la pesanteur.
On a donc:

— r2Q? Qi A rQil dp. 1adp. dp,
T - rd = T R —— - L Uz
o Ll Sk L ar " T rae T 8"
Soit: ;

ap . lop. dp.

2, — 2 G, = ———y — ——— g — ——ily
prsa-uy — [ Uy arur " 86”9 azl’k

On peut projeter dans la base (it,,ug,i;).

ap
—urQ? = &
Hr ' ar
14
0= ——-L
586’
0=_2
0z

dp

a
La pression ne dépend pas de # et de z. On peut remplacer a—p par —. On

dp r dr
Cdr
Il reste a séparer les variables : dp = urﬂzdr

2
r
On intégre: P = LL?Qz +cte

aalors : —;rQ? =

Pour déterminer la constante d'intégration, on se place en r = R puisque

la pression est continue en tout point de l'espace. On doit donc avoir :

1 RQ? RZ
pO—E/J,T:‘LLTQ +cte

Soit :
cte = pg— uRzﬂz

On en déduit la pression a lintérieur du cylindre :

2

p= u%ﬂz + (po — pR*Q?)
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MF38 — Ecoulement de Poiseuille dans un cylindre
1. L'équation de Navier-Stokes s'écrit :

v L o—\ L —1 -
Iz (8_1‘ . (v . grad) v) = png —gradp +nAv

On néglige les effets de la pesanteur, ce qui revient a négliger yg devant les
autres forces volumiques.

—

.~ 190 v,
Le Laplacien du vecteur vitesse est Av = —— | r— | u;.
r or or

'opérateur dans la dérivée convective s'écrit :

N d d
(B-grad)ozv(r)iiz - —.ﬁz = U(F)—.
9z 9z

Comme v, = vy, = 0 et v; ne dépend que de r, l'accélération convective est :

dvy
v(r) =if)
dz
- — - avv
(v-grad)vz v(r)a—' =0
Z
" 2% =0
v (r =
9z
La projection de l'équation de Navier-Stokes s'écrit :
Ip
0=——
ar
_1ap
0
0 ap 4 10 av
= —— —_ | r—
0z 77r ar \_ or

La pression ne dépend pas de r et de f. Elle ne dépend que de z. La vites-
se ne dépend que de r d'aprés 'énoncé. On peut donc remplacer les dérivées
partielles par des dérivées « droites ». On a alors :

Cours : Soit fune fonction ne dépendant que de z et g une fonction ne dépendant que de r.
Comment exploiter la relation f(z) = g(r) valable Vr et Vz ?

0z 0z
ne dépend que de r. On en déduit que f ne dépend pas de z. Comme f ne dépend pas de
r, la fonction fest donc constante.

d ag (r
* La dérivée partielle par rapport a z s’écrit ( / (Z)) = ( 8¢ )) . Elle est nulle car g
r r
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» La dérivée partielle par rapport & r s’écrit : (

3f(z)) B (ag(r)
ar z_ ar

) . Elle est nu
Z

ne dépend que z. On en déduit que g dépend pas de r. Comme ¢ ne dépend pas
fonction g est donc constante.

On adonc f(z) = A et g(r) = A avec A une constante.

. dp 1 d/ dv
La relation — = n—— ( r— ] est valable Vr et Vz.
dz rdr \  dr

On doit donc avoir deux relations :

dp
—~ = A(eq.l
iz (eq.1)

et

1d [/ d
- — (r —”) — A (eq.2)
dr

avec A une constante que l'on va déterminer au cours de la résolution.

Premiére équation :

d
d_p = A. En intégrant, on a: p = Az 4+ B. D'aprés l'énoncé, p = p4 pour
Z
z=0etp=pppourz=L.0nadonc B=pyetpg=AL+ pyu, soit
A — PB — PA
L

La pression est donc :

PB— PA

P = — ° + PA

Deuxiéme équation :

d A
La séparation des variables donne : d (r—v) = —rdr.

dr i
. dv  Ar? )
En intégrant, ona: r— = — + C, soit :
dr 2n
dv  Ar 3 C
dr  2n r

Argument physique pour déterminer une constante d’intégration : dans le cylindre,
la vitesse et la dérivée de la vitesse doivent rester finies.
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Si r — 0, la dérivée de la vitesse doit rester finie, donc la constante d'in-
tégration C est nulle.
d _
On a donc : v = Mr.
dr 2nL
_ (pB — pA)i’2

D (eq.3).
L + D (eq.3)

On intégre une deuxiéme fois : v

Remarque : Autre argument physique pour déterminer une constante d’intégration :
La vitesse est nulle pour r = R car le fluide accroche a la paroi a cause des forces
de viscosité.

(PB — pa)
4nL
En faisant la différence (eq.3) - (eq.4), on en déduit la vitesse :

On doit avoir 0 = R?> + D (eq .4).

v = M (r2 _ RZ)
4nL

L
2. Le débit massique est défini par: Dy, = [[ uv - dS.
On considére une surface élémentaire orientée dans le sens de l'écoulement :

= -
dS =drrdfu;.

R 27T
Onaalors: Dy, = [[puv(r)drrdd = [ po(r)drr [ db.
A r=0

0=0
Soit :
D f (pB_PA)(2 R2)2 d T (pg — pa) [r* sz’zR
— —— 7 U= ardr=y——- "7 | _ _ S
m ,fzo’u 4nL /~L2 nL 1 2 |,
On obtient :
po—  JPs=pa) (RY RN pum(pa = pp) o
m = nL 4 2 ] nL

C'est la loi de Poiseuille pour laquelle le débit massique est proportionnel a
1
R* et proportionnel a T On vérifie que py > pp si D,, > 0. On a bien une

baisse de la pression dans le cylindre.
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MF39 - Ecoulement de Poiseuille dans un tuyau

1. A priori, U est fonction de 7, 8 et z, mais pas du temps car I’écoulement est
permanent. Comme la pesanteur est négligée, il y a physiquement une symétrie de
révolution autour de l'axe z, done ¥ ne dépend pas de 8 et il reste v = f(r,z) u,.
Le fluide qui s’écoule est un liquide, dont I'incompressibilité se traduit par div v =0
dans tout I’écoulement, soit % = 0 partout d’aprés le formulaire d’analyse vectorielle.

Par conséquent, f ne dépend pas de z et il reste v = f(r) U, .

2. La loi de la quantité de mouvement appliquée a une particule mésoscopique
(volume dr de fluide) s’écrit

odr @ = —(grad P)dr + ng@’—f—dfviSU
S—— S——
=0 négligé
ol dl_fvisc est la résultante des actions de viscosité sur la particule.

D’aprés la forme du champ de vitesse, les lignes de courant sont des droites paralléles &
I’axe du tuyau. L’écoulement étant permanent, les trajectoires des particules de fluide
se confondent avec ces lignes, qui sont a r = cte, donc a v = cte. Toute particule a
ainsi un mouvement rectiligne uniforme, et son accélération a est nulle. D’autre part,
la pesanteur est négligée, donc il ne reste que grad P = d F'yisc. Les actions de viscosité
(cisaillement) sont paralléles & U, donc grad P posséde seulement une composante
non nulle sur U .. soit

ar 1 9P

or r 08
d’aprés 'expression du gradient en coordonnées cylindriques. Ces deux équations
montrent que P est uniforme sur une section du tuyau orthogonale 4 1.

0 et 0,

3a)

Viscosité dynamique

Pour un écoulement incompressible de la forme ¥ = f(y) W., Paction de viscosité
exercée par la couche de fluide située en y* sur celle située en y~ & travers une
surface mésoscopique d’aire d.S séparant les deux couches s’écrit

af

dF yise = 7 o dS v, .

L’adaptation de cette définition au cas d’un champ de vitesse de forme quelconque
n’est pas triviale, surtout si la géométrie n’est pas cartésienne. Cependant, le champ
étudié ici est similaire & celui de la définition, ¥ = f(r) U,. L’action de la couche rt
sur la couche r~ & travers un élément mésoscopique de surface dS s’écrit donc

af

dfvisc =n E

dS1; avec dS =7 df dz|. (1.12.1)
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FiG. 1.12.2. Cylindre de fluide de longueur L et de rayon r.

3.b. La résultante des actions visqueuses sur un cylindre de fluide de rayon r et de
longueur L s’obtient en intégrant la relation (1.12.1) sur la surface latérale de ce
cylindre (voir figure 1.12.2),

e / / dfvisc = 2mrLf g Mo
z=0J 0= ar

Par ailleurs, le cylindre de fluide est soumis aux actions de pression sur ses faces z = 0
et & =L, soit
Plz=0)ar* Wy~ Pla= Liwr® 0.,

On note p la quantité de mouvement du cylindre de fluide. On lui applique ensuite
la loi de la quantité de mouvement,

=3
)

Y

I

<&,|

Pz=0)mr*U, ~P(z=L)mr? W, + 2xrLyp

N

il

I
=]

Chaque particule de fluide du cylindre a un mouvement rectiligne uniforme, donc une
quantité de mouvement constante. La quantité de mouvement 7 du cylindre, qui est,
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par construction, la somme de ces quantités de mouvement individuelles, est donc

constante, d’ou %J? = (. En projection sur u., il reste

[P(0) — P(L)] wr? 4+ 2arLn %ﬁ; =) {,

3.c. Compte tenu de la condition d’adhérence du liquide aux parois (f(R) = 0), cette
équation s’intégre en

PO)—P(L) 1 5 o

r)=——"—=—(r°"—R°).

(r) T o (P - B

. O - ol i .

Le champ de vitesse s'écrit done 7 = ——= (R? — %) 1,

4nL
4. Il a la méme expression que celui étudié dans I'exercice 1.4 (voir page 4), en notant
Vo = Pi;fg R?. On peut donc reprendre I'équation (1.4.1) (voir page 5) donnant
P - P
le débit volumique, D, = g % wR2, soit D, = 18—L2 7R* . Cette relation s’inti-
?7 .

tule loi de Hagen-Poiseuille, du nom des biologistes Hagen (allemand) et Poiseuille
(francgais) qui ont travaillé dessus indépendamment vers 1840.

On peut dresser un tableau d’analogies entre la situation hydraulique et une résistance
électrique R (voir tableau 1.12.1).

Hydraulique Electrique
Débit 5 $
Cause du débit P—- P Vi—V,
Loi associée P, — Py = Rypya Dy Vi— Vo =Rt

TABLEAU 1.12.1. Analogies entre un résistor électrique et un tuyau parcouru par

un écoulement laminaire.

L’identification entre la loi de Hagen-Poiseuille et la loi d’'Ohm conduit & définir la
8nL

résistance hydraulique du tuyau Ryyq = i
’ T
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MF310 — Vidange d’un récipient

a) La vitesse V dans le récipient doit étre suffisamment faible. Par conservation du débit volumique,

VS=vnR?

en notant v la vitesse dans le tuyau horizontal. Par ailleurs, toujours par conservation du débit volumique, cette
vitesse est uniforme a un instant donné dans le tuyau. Ainsi, la condition V < v revient a S > nR2. Comme

S =8.103 cm? alors que tR? ~ 0,8 cm2, c’est bien le cas.
b) Déja, la pression en sortie du tuyau est la pression atmosphérique, notée P,,.

En entrée, la pression est donnée par la loi de la statique des fluides :

pezpo"r'ugh &

c) Dans le cadre d’un écoulement laminaire stationnaire, la formule de Hagen-Poiseuille est valable :

_nR* Pe_Ps:TCR4 ugh
8n L. 8n L

Dy

d) Numériquement, Dy, = 2,2.10~5m3.s~ 1 & 'ouverture. Ensuite, comme h diminue, D\, et la vitesse débitante

de sortie v diminuent aussi.
Comme Dy, = tR?%v, on obtient v = 28 cm.s~ 1.

e) Le nombre de Reynolds est :

_vZ2Ru

Re =84<2000 |

L’écoulement est bien laminaire.

f) On effectue un bilan du volume de fluide dans le récipient. A I'instant ¢, le volume V/(t) dans la partie verticale du
récipient est V(t)= Sh(t). Ce volume diminue a cause de la partie d’écoulement dans la section horizontale, soit

% = — Dy,. Le signe moins traduit que c’est une perte.

. dh _ mR4 ngh(t)
Ainsi, S & e I
soit encore : h+ % =0

8SnL

ec| T=—— |
av <Ripng

t
T

g) La solution est de la forme h(t) = hexp (— —). La durée de vidange est de :

t1/2=Tln22 21 h

L’écoulement est trés visqueux, ce qui explique cette longue durée.
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MF311 — Ecoulement du Ketchup

1. L’écoulement étudi€ est un écoulement stationnaire : I’accélération locale d’une particule

de fluide est nulle. Il est aussi parallele : 'accélération convective est aussi nulle. Le mou-

vement de la particule de fluide considéré est vertical. On ne considere donc que les actions

mécaniques verticales qui s’exercent sur la particule de fluide :

* le poids 2xrdrdzug il ; R

* les forces de pression (27rdrp(r,z) — 2mrdrp(r,z+dz)) @, = 0 car la pression ne dépend
pas de z.

 les forces de viscosité (2nrdzo(r) — 2n(r +dr)dzo (r+dr)) 4.

En projection sur I’axe %, I’équation du mouvement se réduit 2 :

0=2nrdrdzug — o(r+dr)2n(r+dr)dz+o(r)2rrdz.

Finalement, on arrive & :
d(ro)
dr
|

2. Par intégration, on arrive & : ro(r) = 5 ngr? +A. Comme o(0) ne diverge pas, alors on a

= ugr.

1
A=0:0(r)= E,ugr.
20
3. La contrainte de cisaillement ¢ (r) dépasse la contrainte seuil ¢y pour r > =2 On pose

200

dv op—ol(r r—r
rn:—.PourmgrgR,onaO'(r)zo'n,donc:—:U—()

. 0 .
e n = —ug n , ce qui

donne, compte tenu de la condition aux limites v(r=R) =0

vir)= E(R—ro)z — %(r—m)z.

~4n 4n
Pour r < rp, on a v(r) = cste. La continuité des vitesses en r = rp, donne : v(r) = ﬁ—ﬁ (R—rp)>.
L’allure du champ des vitesses est le suivant :
v(r)
Vmux
} } r
o R

Au centre de I’écoulement, la vitesse sature a une valeur maximale, car les contraintes de
cisaillement ne parviennent pas a déformer suffisamment le fluide, il s’écoule en bloc. On
parle d’écoulement bouchon.

4. Lorsque ro > R, nulle part la contrainte de cisaillement ne dépasse la contrainte seuil. Alors

dv
= 0 dans tout le tube. Comme v(r = R) =0, on a v(r) = 0 quel que soit r. Le fluide ne

-
parvient pas a s €couler. Le rayon minimal pour que le fluide puisse s’écouler est ry. Pour le
ketchup, avec les valeurs proposées, on a ry de I’ordre de la dizaine de millimetres, ce qui ne
semble pas incompatible avec le tube que I’auteur tient sous ses yeux. . .
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MF312 — Viscosimetre a boules
1) Dans un tube capillaire, le débit volumique est donné par
na' AP

D,=—AP=0—.
8L ]

La force imposant le mouvement du fluide a travers le capillaire est directement fonc-
tion de I'écart de pression AP dii a une hauteur donnée de fluide, donc directement

proportionnelle a la masse volumique p.

Le débit volumique a travers ce capillaire a nombre de Reynolds trés faible est constant
au cours du temps. Le temps 7 de ['expérience est inversement proportionnel au débit

volumique.
Celadonne 7= D£ =f o [ estune constante de I'expérience indépendante
v p
du fluide. On a donc :
n_ph
Pl

2) L'application numérique donne :

P I A _'%
]] — r’mu p‘lLE[L‘JI’IL‘ acetone — 0‘328.10 : Pl '

acétone
eau reau
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