TD : Mécanique des fluides I ~ Description d’un fluide en mouvement Physique : PC

MEF'1 — Description d’un fluide en mouvement
A — Travaux dirigés
MEF11 — Ecoulement perturbé par une sphere

1. L'écoulement est incompressible, donc divv = 0.
l'écoulement est irrotationnel, donc v = grad®.

On en déduit div (é_ra_a CD) =0, soit :

AP =0
2. Le vecteur vitesse s'en déduit a partir du potentiel des vitesses :
F— . o 2B . Bsinf
v=grad® = A cos fu, — A sin Quy — — COS Ou, — — Uy
r r

* Premiére condition aux limites : Si r — 00, alors v = vyii,.
Il reste & projeter i, dans la base (ii,,iig).

Uz
D’aprés le schéma, on a : u, = cos fu, — sin Ouy.
D’ol vou, = vy cos Gii, — vy sin Oiyg = A cos Ou, — A sin Ouiy.
Cette relation doit étre réalisée quel que soit @, en particulier pour # = 0.
On a donc :

A= v
¢ Deuxieme condition aux limites : Pour r = R, le point M se situe sur
: : : 2B cos
la sphére. On doit avoir v, = 0, soit A cos # — R = 0. Comme
A = vg, on en déduit que :
3
U()R
B =
2
Le vecteur vitesse s'écrit :
_ R o : _ wR3sind_
v = vg coS Bu, — vy sin Buy — 3 COS Qu, — —— 3 U
r 2r
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Physique : PC

En simplifiant, on obtient finalement :
R’ R’
v=uv9cosO|(1—— |u, —vysinf |14+ — )iy
r3 2r3

Interprétation physique :

'écoulement est bien symétrique par rapport a Oz. Si on remplace 6 par
—@), on obtient le méme champ de vitesses.

Le plan z = 0 est un plan d'antisymétrie des vitesses.

Au point A(r = R,0 = m), le vecteur vitesse est nul. C'est bien un point
d'arrét.

De méme, le point B(r = R,6 = 0) est un point d'arrét.

3. On en déduit directement lallure des lignes équipotentielles. Les surfaces
équipotentielles s‘obtiennent par rotation d'angle ¢ autour laxe Oz des
lignes équipotentielles.

Si r — 00, le ligne équipotentielle tend vers une droite perpendiculaire a
l'axe Oz puisque le vecteur vitesse est ¥ = wyit,. Le vecteur vitesse en un
point éloigné de le sphére est bien orthogonal a la ligne équipotentielle pas-
sant par M.
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TD : Mécanique des fluides I ~ Description d’un fluide en mouvement Physique : PC

MF12 — Atmosphere en équilibre

1.a) D’aprés I'équation des gaz parfaits, PV=nRT,.
déduit 1 1 . | _m_nMe_PMe.‘
On en déduit la masse volumique : ‘u—v— 7 "R |

b) La relation de statique des fluides s’écrit pour Zz orienté vers le haut :

x ‘PMG
P(z):—ug:~ RTO
M,gz
On résout I'équation différentielle : P(z)=Aexp (— BT )
0

ol A est une constante. Sachant que P(0) = P,, on conclut :

P(z)=PF, exp(— %) ;

¢) M,=0,20-32+0,8 28 = 28,8 g.mol~1. Ainsi, H = 8,5 km.

i ; z88%\_ P
On obtient P(z) =Py / 2 si: Pyexp - @)
soit : 2%, =HIn2=59km |.
L

Malgré la simplicité du modéle (température uniforme), les ordres de grandeur sont corrects.

2.a) On utilise & nouveau la loi de statique des fluides, mais en incluant la variation de température, ce qui donne :
P(s)=—ug=— el =g
RT RTy(1 - az)
P'(z) Mg 1
P(z) RTy 1-az’

soit :

On intégre cette équation différentielle :

M.g
InP(z)= &R T, In(1—az)+ cte.
P M
Sachant que P(0) = P, on déduit : In (2) e In(1l—oaz)
Py, oRT, -

— _ B . R
d’oli: P(z)=Py(1 - oz)" avec B ZBT, Ha H
On revient a I'expression de la masse volumique :

_P(z)M, PFM, 1 p-1
H(z)— RT(Z) - RTO (1—(X.Z) ke HO(]'*C('Z) g
b) Il faut résoudre : (= azPd )B ek
: 50% 2
dou: Bln(1-ozBdh)=-In2
et: 1- (ngg'% =8-UB,
Au final, zggl% =25(1-2-VB)=5,4km |.

Cette valeur est trés proche de celle obtenue par le modele isotherme mais un peu inférieure. En effet, la tempéra-
ture diminue lorsque I'altitude augmente, donc I'agitation thermique est de plus en plus faible. Le modéle isotherme
surévalue |'agitation thermique et donc la pression a haute altitude.
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Physique : PC

B — Exercices supplémentaires

MF13 — Ecoulement entre deux cylindres

1) En écrivant AR, + RE =R, et AR, + Rﬁ =(,R,, on obtient :
1 2
LGE-OR L (@-0)RR
Ry - R} Ry ~R}

-
2)SiQ =0, 7 =2, onaun mouvement de rotation « en bloc » du fluide qui
s’apparente a celui d’un solide.

2
3) En adoptant la formule (7. grad) V= grad [ 5 ] + 10t (7)A v il vient :

Dy 1d BV, B\
D7 :55{(}1}4?) ]er+2AeZ [Ar + . } e

2 2
(A%—BTJ ~24 (Ar+£} ¢, = —(A2;~+B—3+@J ¢

r r r &

On retrouve I’accélération d’un mouvement circulaire uniforme : en effet, les lignes
de courants, donc les trajectoires, sont des cercles de rayon r. En conception lagran-
glenne R(t) = i = cte et la vitesse lagrangienne apparait comme étant de la forme
V=5=v (r)€ g, ¢’est-d-dire indépendante du temps.
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MF'14 — Ecoulement perturbé par une sphere

1. On calcule la divergence et le rotationnel du vecteur vitesse :

divi=V-0=—-k+k=0

L'écoulement est donc incompressible.

0
ax
tv 0 A k_kx _0>
d
0z

Comme on travaille avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser 1'opérateur
nabla pour calculer la divergence et le rotationnel. Attention, on ne peut pas l'uti-
liser avec les coordonnées cylindriques et sphériques.

L'écoulement est donc irrotationnel. On peut définir un potentiel des

. = —_—
vitesses & (M, t) tel que v = grad®. On a donc

L P od 0P
On en déduit que d® = adx + —dy + —dz = —kxdx + kydy.

Il reste a intégrer : 9x dx

L
¢ = ~§kx +§ky +iC]
D'aprés 'énoncé, & = 0 au point O. La constante d'intégration C1 est donc

nulle.
2. En tout point d'une ligne équipotentielle, on a :

1 1
¢ = —Ekx2 + Eky2 = (C2 avec C?2 une constante, soit :

—x2+y?=C3
C'est 'équation d'une hyperbole.

%
Pour calculer l'équation d'une ligne de courant, on écrit que v~ et d/ sont

colinéaires, c'est a dire ¥ = adl avec o = cte.

e e A S [ -
Ona: v = ky et dl = dy
i gl dx dy |
Les deux vecteurs sont colinéaires donc : —— = — = —.
—kx Vv o

Il suffit d'intégrer : —Inx =1Iny + C4. On a donc :

S

b

Sur la figure de 'énoncé sont représentées en traits pleins les lignes de cou-
rant et en traits pointillés les lignes équipotentielles.

D'aprés les propriétés du gradient, le vecteur vitesse en un point Mest
orthogonal a la surface équipotentielle passant M.

y:
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MEF'15 - Poussée et centre de poussée sur un mur de barrage
1. On a:

zZ=hg4q Z=hg41 h2.. —h3L
AR, = j Ap dS =F,y = f pg(D)Ldz & Fyy =22 ( s )
z=hy z=hy
h2, . —hd)L
o AR, = pg( k+; i)

Donc :
pg(h)L  pg(h; —hPL  pg(h® —hI)L
2 2 B 2

2

h 2
<hy =2Jhieth? =h? + 3 h? = = et h3 =§h2:>h1 =

al=

2.
pg (h12<+1_h12<)l'
2

7 hk+1 73727 ~ 30 Rk+1 Hiy1—Hj
b. My = fhk OM A dF = fhk z X pgz Ldz = pgL —+—=

a. SOlt : MOk = ch

¢. Donc pour la paroi 1 :

pg(h? —0)L h3 -0 2
Zcq 5 = pgL 3 =Zc = §h1

MEF16 - Océan en équilibre isotherme

1. Soit :
dp dp
5 (1 — = —p ad
e po( + a(p po))g <7 a0 = p0) P94z

1
& ELn[l +a( —po)l = —p,9z+C

Or:p=poenz=0=Ln[l+alp—py)]=—ap,gz
e AP9% — 1

<a(p—py) =e ¥ —1=p(z) =py + "

2. Pour de faibles profondeurs a I’aide d’un DL a l’ordre 1 on retrouve :
p(2) = po — P9z

e 9% — 1
Ap e + p,9z B e~ %09Z _ 1

p P92 ap,9z
D’un point de vue de la pression on peut considérer que p est constant car 1’écart

+1 =0,0004

obtenue est tres faible entre les deux modeéles.
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TD : Mécanique des fluides

MEF'17 - Oscillations d’un demi-cylindre flottant

1. Soit :
R
z(3)
h * 2Rsina dz

Vimmergé = j
z(R)

or Zz = —Rcosa = dz = +sina - Rda
% 1 — cos2a

20
= Vimmergs = 2R2hf sinada = ZRZhJ Tda
0 0
sin(2a,)
:)Vimmergé = R*h <a0 - T)
Or : Rcosa, =§:,>a0 =§

z_ﬁ)

4
7 3

Donc : Vimmerge = R?h (3
2 —_———
E_E) _ ugmR h@ﬂzp%:apoﬁa=0,39

Deplus:pRZh(3 )9 ==
2

2.
On va prendre comme repere le point A dont la coté par apport a la surface de 'eau est

notée z(t). La cote de la surface de I'eau nous sert d’origine d’ou :
MzZ=-Mg+ pVipnmg 0r Z=+ Rcosa =Z = —Ra sina — R cosa

Posons :
_n ct_ Roc . 7[
a—§+e:>z— — esm(e+§)+o(e)

V3

= —R¢ (sins - COS (g) + cose - sin (%)) ~ —RE (7>

Donc :
£ +f)g

(V3
—MRE# <7> = —Mg + PV ( .

ngimm (g) = Mg
Or: PIVimm (€+§) = pgVimm (§)+pg€ da E+O(€)
3
= Ethspg
2

& — MRE (?) = pge X R2h<1 — CoS (2?”)) —

aVimm

TR? R
h & + V3Rhepg =0@MT £+ V3epg

2V3pg

< Mé =3Rhepg = s

=0 ) =0

& e+ MTTR &g

. 2V3g , |9 . _anm
(—_,>€+an_R€=0:)a)0= R—}/Oll}/=ﬁ§
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MF'18 — Expansion d’un fluide

On note Vi, la vitesse initiale de la particule qui se trouvait en rj,; & I’instant initial.

r. .
1. D’apres les hypotheses de 1’énoncé, V(r,1) = Vini(rini) = %ﬁ’r avec ' = fini + Vinif, d’0l
r
v(nt) = —.
F+T
2. L’accélération d’une particule de fluide est :

BV ] — — r 1 2r — —>
d=—+—gradv’+ (ot V) AV=—-— W, +-——4,+0=0.
or 28 {Foty) (t+1)2 ’+20+¢F Al

3. Si on suppose la répartition de masse homogene, alors pt(r,t) = u(t). La conservation de

4 4
la masse de fluide s’écrit : gn:rg Up = gnR(t)g’ (r) ot R(t) est le rayon de la spheére a I’instant

I
t, c’est-a-dire R(t) = rg (1 - E)'

d - .
I’équation locale de conservation de la masse se simplifie en : d_,ti + u(t)divv = 0, soit
d 3
E,u + e w(t) = 0. Cette équation s’integre en u(t) = Ly qui est bien équivalente
1+ =
T
3

Laurent Pietri ~8~ Lycée Joffre - Montpellier



TD : Mécanique des fluides I ~ Description d’un fluide en mouvement Physique : PC

M19 — Ecoulement de Couette cylindrique

1. Le mouvement de rotation des cylindres est uniforme et donc invariant par rotation autour de I'axe
(Oz). Il en est de méme pour leur forme géométrique. Or en régime stationnaire, I'écoulement est entié-
rement imposé par les cylindres par le biais de la viscosité du fluide. En effet, la quantité de mouvement a
eu le temps de diffuser dans tout le volume du fluide. Le principe de Curie (voir chapitre 12) permet alors
d’affirmer que le champ des vitesses est indépendant de 8 en régime stationnaire.

2. Lemodele del’écoulementincompressible conviental'écoulement des fluides peu compressibles que
sont les liquides ainsi qu'a I'écoulement des fluides compressibles, a condition qu'ils soient de vitesses
faibles devant la vitesse du son dans le fluide considéré.

3. » Traduisons le caractere incompressible de I’écoulement en utilisant le formulaire fourni :

1a(ru)  12(v)  2(v)
roar r o8 oz
Avec v, =0 et vy ne dépendant que de r, la relation précédente se simplifie en :
1d(rv,)
0=~
rodr
> Ecrivons les conditions aux limites sur les cylindres : s’agissant de parois indéformables, le fluide ne
pénétre pas au-dela de r = R, et ne rentre pas non plus en deca de r = R,. De facon équivalente, le débit

volumique élémentaire a travers tout élément de surface s’appuyant sur 1'un des cylindres est nul. Il en
résulte que la composante normale du champ des vitesses s’y annule, soit :

divy =0=

soit rv,=A avec A constante.

vr(R)=v.(R;)=0.

> On en déduit que A/R, = A/R, =0, soit A= 0. Ainsi, v, = 0: le champ des vitesses est purement ortho-
radial.

4, » Le cylindre i (i = 1,2) étant en rotation a vitesse angulaire (2;, la vitesse d’'un point quelconque du
cylindre est v; = R;Q;. Puisque le fluide « accroche » aux cylindres, la vitesse d'un élément du fluide au
contact d'un point du cylindre coincide avec celle de ce point, soit :

{ vp(R))=aR, +fB/R =R/
vg(R))=aR, + /R, = R,X2,

> Les combinaisons linéaires R, (4.)—R, (4.) et R,(4.) —R, (4.) fournissent respectivement :
RQZQZ_REQI (Rle]Z(Ql—Qz)
T R-R o PET e
2 M 2
5. v Siles deux cylindres tournent a la méme vitesse angulaire, les expressions de a et  se simplifient
en:
a=1 et p=0.
Le champ des vitesses est donc:
T =rQu,.

> On reconnait le champ des vitesses d'un solide en rotation a vitesse angulaire € autour de 'axe (Oz) :

on parle de « rotation solide ».
Remarque
e

Remarquons que 'écoulement est alors tourbillonnaire, de vecteur-tourbillon 0= Qu,, soit rot v =
—
2Q.
6. > Dans le cas o1 (), =0, les expressions de a et 8 deviennent :
_-Ren o o poPiRFY_ R
RS—RIZ 1—(Ry/Ry)? RS—RIZ (RZ/RIJZ_]-‘
> En faisant enfin tendre mathématiquement R, vers I'infini, c¢’est-a-dire en considérant physiquement
que R,/R; > 1, il vient :

a

R
a=0 et B=RXQ, dou  T=—"RQu,.
r
> On constate que le cylindre intérieur entraine le fluide, de telle sorte que la vitesse du fluide coincide
avec celle du cylindre en r = R, (effet des conditions aux limites visqueuses étudiées au chapitre 10).
Cependant, I'efficacité de cet effet d'entrainement décroit avec la distance a I'axe. En particulier, a I'infini,
le fluide n'est pas affecté.
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