Cours : Electromagnétisme Synthese et savoir-faire Physique : PC

EM1 — Synthese

e Densité volumique de charges et vecteur densité de courant

Pour un milieu constitué de porteurs de charges mobiles, de charge q, de densité volumique n(M,t) et de vitesse ¥(M, t).
On définit :

- La densité volumique de charges : p(M,t) = n(M,t) - q ;

- Le vecteur densité de courant : J(M,t) = p(M,t)v(M, t)

L’intensité du courant correspond au flux de charge au travers d’une surface orientée (S) :

1=ﬂ~ﬂ§
S

dp(M, t)
ot

e  Bilan local de charge

Le bilan local de charges s’écrit :
+divjM,t) =0

e Régime stationnaire

Le flux de charges se conserve en régime stationnaire le long d’un tube de champ de champ de J.
- Forme locale de la conservation du flux : divj = 0
- Forme globale de la conservation du flux : la loi des nceuds,

ngik =0

i
o Modéle microscopique de la conduction dans les métaux
On modélise les actions extérieures appliquées sur un porteur de charges du métal par :
- Une force électrique de Lorentz modélisant I'action du champ électrique extérieur E de fréquence f;

- Une force de friction phénoménologique F7 = —A ¥ modélisant les chocs liés & I’agitation thermique.
En appliquant la loi de la quantité de mouvement a un électron, on obtient :
N 2 2
- En régime quasistatique (f « 10"*Hz) : j = y E ot y, = % = %T

- Sinon (f » 10Hz) : J=yE ol y=—2

L= Z 1+jwt

o Eff@t Hall ; = —nev ] A
. L, , — T+ 4+ + +
Lorsqu’un conducteur parcouru par un courant d’intensité I est placé I .
en présence d’'un champ magnétique transverse, il apparait une différence |—— /7 - / x
de potentiel entre les deux plaques latérales du matériau appelée tension b”r" = *Z/ Ey —— ty = ty— 1,
de Hall Uy.Pour un conducteur de géométrie rectangulaire :

B 1

o Puissance électrique dissipée par effet Joule

- La résistance d’une portion de conducteur filiforme, de longueur L, de section droite S est :
L

TS
- La puissance volumique cédée par le champ aux porteurs de charges de dz s’écrit :

=3

dP=7.Ed dP—*E
=7. roudr—].

- Pour un conducteur filiforme de longueur L, de section droite S on retrouve : P = RI? oUR = si
¥

EM1 - SVF

Montrer que le vecteur densité de courant de charges, en un point M de U'espace, vérifie : J(M,t) = p(M, t)v(M, t)

33
Ny

b) Démontrer I’équation de conservation de la charge

¢) Montrer que la puissance volumique cédée par une onde électromagnétiquo vaut : Z—i = fﬁ

d) Montrer que la conductivité statique d’un conducteur vaut A Tolt T est le temps moyen entre deux chocs.
e) Montrer que le champ de Hall dans un ruban a effet Hall de section rcctangulalro vaut EH =—BAB

/) Retrouver la loi des nceuds a partir de ’équation de conservation de la charge.
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Cours : Electromagnétisme Synthese et savoir-faire Physique : PC

Ezercices classiques a connaitre :
- EMI11 - Modele de Drude
- EMI13 — Effet Hall

a) Montrer que le vecteur densité de courant de charges, en un point M de l’espace, vérifie : J(M,t) = p(M, t)¥(M, t)

A l'instant t, les particules qui vont traverser S pendant 1'intervalle de temps _ (I’S-

[t,t + dt] sont situées dans le cylindre s’appuyant sur dS, de longueur vdt situé
en amont de la surface.

Leur nombre est donc : SN = ndr = n vdt dScos(6).

La charge est donc : &g = qoN = nq vdt dScos(6).

Le débit de charges est : di = % = nqvdScos(6) = nqb.dS

v (M,t)dt
Or on définit le vecteur densité de courant par : di = fES)
D’ou :
J=nqv =jM,t) = p(M,t)D(M,t) avec i = J-f] ds
s
b) Démontrer [’équation de conservation de la charge
On se place dans le cas d'un probléme unidimensionnel, selon Ox. De ce fait, S

la densité volumique de charge s'écrit p(x,t), la densité de courant j = j(x, t)u,.

On raisonne sur un élément de longueur de conducteur de forme cylindrique,
de section S, compris entre les abscisses x et x + dx.

- La variation de la charge au cours d'une durée élémentaire dt est donc :
dq =0q(t+dt) —6q(t) = p(x,t+dt)Sdx—p(x,t)Sdx

dq = 2P s axds
@q—at X

- Durant dt, la quantité de charge qui entre par la face d'abscisse x est 6 = j(x,t)Sdt, tandis que celle qui sort
par la face d'abscisse x + dx est 8¢' = j(x + dx,t)Sdt d’'on :

Py
dq = 8qy — 8@rar = SAt(j(x, t) — j(x + dx,t)) = — és dxdt
dq = 0 S dxdt
edg=—--Sdx
D’ou 1'équation du bilan de charge électrique :
ap dj
—Sdxdt = — ——S dxdt
ot ox
qui se simplifie en :
dp  0j ., Op
E+a—0 =divj+ E_O
¢) Montrer que la puissance volumique cédée par une onde électromagnétique vaut : Z—i ZfE

On raisonne ici dans un élément de volume dt contenant des particules chargées fixes par rapport au référentiel d'étude
(quantité de charge p,d7) et des particules mobiles & la vitesse ¥ (quantité de charge p, d7).

Concernant les charges fixes, leur vitesse est nulle donc la force de Lorentz ne travaille pas : dP = 0, par conséquent :

dP = f,dv. % = (pnE +J AB)dz ¥
<dP = pmdrﬁ. ¥ car j colinéaire a v
Orj=p, v=dP =j.Edr

d) Montrer que la conductivité statique d’un conducteur vaut : Yo = %27012 T est le temps moyen entre deux chocs.

On considére individuellement une particule mobile de charge q et masse m, qui se déplace sous l'effet du champ
électrique E constant. Si la force électrique était seule en jeu, la vitesse du porteur croitrait aussi longtemps que le champ
serait appliqué, ce qui n'est pas réaliste. On modélise donc l'interaction du porteur de charge avec le milieu par une force
de frottement qui modélise les chocs subis par les électrons de la part des impuretés, imperfection du réseau cristallin

- m
F; = —AV = ——1¥ ou T représente le temps moyen entre deux chocs
T

La relation fondamentale de la dynamique s'écrit alors :
mdv

dt

=-AW+qE
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dt m m
m N . . L NN .
Une constante de temps 7= n apparailt, qui représente l'ordre de grandeur de la durée nécessaire a 1'amortissement du

régime transitoire.
- — q =1 —£
>v= (vo—zE)e T+

En quelques fois la durée 1, la vitesse tend vers la limite :

qg- =
Vium =1E=ﬂE

Le facteur de proportionnalité u traduit la mobilité du porteur.
La densité de courant tient compte de 1'assemblée des porteurs de charge, elle s'exprime en régime stationnaire par

7 =mnqv et tend donc vers une valeur proportionnelle au champ électrique :
q- ng*, nqg’r, nq?c

f=nqm=anE=TE= - E=y =

Pour le Cuivre : y, = 6.10’Sm™" = 7=2.510""s

m

Leffet Hall a été découvert par Edwin Herbert Hall (1855-1938) en 1879, lors de
sa these de doctorat. On étudie ici le modele classique qui permet d’expliquer cet effet. |

On considere un ruban conducteur, de section rectangulaire de largeur a et d’épaisseur

b (dans la direction perpendiculaire au schéma). Un courant d’intensité I le parcourt

et on soumet I’ensemble a un champ magnétique perpendiculaire au ruban. ,
B
On suppose que les porteurs de charges sont des électrons : ils sont animés d’un e
IF = _e?nB

mouvement rectiligne de vitesse ¥ dans le sens opposé & I par définition du sens

conventionnel du courant.

Quand on applique le champ magnétique, les électrons subissent la force d’origine magnétique qui dévie leur
trajectoire. Les électrons ont donc tendance a s’accumuler sur la face 1 de la plaque de métal créant une accumulation de
charges négatives de ce c6té et une accumulation de charges positives de 'autre. Il y a apparition d’un champ électrique
E; liée a ce déséquilibre.

Les électrons subissent alors ’action conjuguée de deux forces :

- L’une magnétique : E, = —e® A B
- L’autre électrique : f; = —e E;

Tant que le module de Fy est inférieur au module F,,, la force résultante est dans le sens de la force magnétique et les
électrons sont toujours déviés dans le méme sens que précédemment ce qui va donc augmenter Ey. Le systeme va donc
tendre vers un régime permanent tel que : ﬁ';{ + f; + FO) + F,,) =0

Ainsi sur (Oy) on obtient : Ey = —% A B

1) Retrouver la lot des neeuds d partir de l’équation de conservation de la charge.

7 . . . . =g — 9 A . =g TJa —
En régime stationnaire div j = 0 d’ou : #S] .dS=0

On considére un conducteur parcouru par un courant de densité volumique J7,
présentant un nocud, par conséquent :

ffﬁ.d—s;+ﬂz.d—sz’+ﬂg.d—s;= 0
55 55

S1

En tenant compte du fait que la normale a dS; n’est pas dans le méme sens que les deux autres on obtient : —I; + I, +
I3 = 0 ce qui est bien la loi des noeuds, vue en premieére année.

EM2 — Synthese

e FEquations locales de 1’électrostatique
En régime stationnaire, les équations de Maxwell se découplent et le champ de densité volumique de charge p(P)

apparait comme 'unique source du champ électrostatique E (M), solution des équations locales de I’électrostatique :

divE = L4 (Maxwell — Gauss) et rotE = 0 (Maxwell — Farady en statique)

2
Le caractere linéaire de ces équations garantit la validité d’un principe de superposition autorisant le découpage des sources

en sources plus simples pour le calcul du champ.
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o Potentiel électrostatique

Une propriété d’analyse vectorielle montre que I’équation de Maxwell-Faraday 70tE = 0 est équivalente a l’existence
du potentiel électrostatique V tel que :
—grad V

E=
p E sécrit donc E,=qV.

L’énergie potentielle d’'une charge ¢ dans un cham
e Loi de Coulomb

L’existence du potentiel électrostatique peut aussi étre démontrée en postulant la loi de Coulomb, c’est-a-dire

I’expression de la force d’interaction entre deux charges ponctuelles q; et q, séparées d’une distance r :
0192

Fi_, =—=u,,
152 = g g2 M2
Une charge ponctuelle q crée un champ et du potentiel électrostatique en M tel que :
= q oM q q
EM) = = u, etV =
(M) Amey OM3  A4megr? " 4meyr

e  Propriétés de symétrie

La distribution de charge étant a ’origine du champ électrostatique, ce dernier restitue les propriétés de symétrie de
p(P). En particulier, si certaines transformations laissent p(P) invariante, alors elles laissent aussi le champ invariant. De
plus :
- si M € (IIy) plan de symétrie de la distribution de charge, E(M) € (1) ;
- si M € (I1,) plan d’antisymétrie de la distribution de charge, E(M) 1 (1)
- si M' = symp (M) =EWM") = symy EM)
- siM' = symy (M) =EWM") = —symyy, EM)

e Théoréme de Gauss
Le théoréme de Gauss constitue la formulation intégrale de I’équation de Maxwell-Gauss et un outil puissant de calcul

de champ créé par une distribution continue de haute symétrie. Pour toute surface fermée (X) orientée par sa normale

ﬁ E:IS: — Qint
s €o

Ol Qyp; est la charge contenue a 'intérieur de (X). L’efficacité du théoréme repose sur le choix d’une surface fermée adaptée

sortante,

aux symétries de la distribution.

e Propriétés topographiques

Les lignes de champ :

- Font apparaitre les invariances et les symétries de la distribution ;

- Ne peuvent pas étre fermées : elles commencent et se terminent sur une charge ou a 'infini, ce qui permet de repérer
d’éventuelles charges ponctuelles ;

- Sont radiales et fuyantes (respectivement rentrantes) au voisinage des charges positives (respectivement négatives) ;

- Sont orthogonales aux lignes équipotentielles et orientées dans le sens des potentiels décroissants.

La norme du champ E décroit lorsque les tubes de champ s’évasent. La moyenne de la norme du champ électrostatique sur

une portion de ligne de champ de longueur ! comprise entre deux équipotentielles V; et V, s’écrit E = Lol

EM2 - SVF

a) Justifier que les lignes de champ de E sont : toujours ouvertes, perpendiculaires aux équipotentielles et dirigées
vers les potentiels décroissants.

Exercices classiques a connaitre :

a) Justifier que les lignes de champ de E sont : toujours ouvertes, perpendiculaires aux équipotentielles et dirigées
vers les potentiels décroissants.
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- D’apres le théoreme de Stokes :

EE—Y —_—

roth(_)):sf Edi=0
C

Envisageons une ligne de champ de E alors E.dl > 0 ainsi si on somme sur une ligne de champ fermée on obtient :

3@ E.di>0
¢ e
C’est contradictoire donc il n’existe pas de lignes de champ fermées pour E.
- Soient M et M' deux points voisins sur la surface équipotentielle de potentiel V,, Al
comme le montre la figure, ils sont au méme potentiel et tres proches 1'un de 1'autre. VJO
E— JE— [
En effectuant le passage a la limite MM’ = dOM, on peut écrire : oM
V(M) = V(M)~dV, = 0 =dV, = grad V,.dOM = —E.MM’ = .
et donc finalement :
E.MM =0
On en déduit que le champ électrique est perpendiculaire en tout point a la surface équipotentielle.
- Le lien entre le champ électrique et le potentiel, E= —grad V, montre que le )
champ électrique est orienté vers les potentiels décroissants. On suppose V; > V,: % e ligne de
v =V, -V, = grad V.MM, = —E.M;M, < 0 = /M3 : champ
= E est donc de méme sens que M, M, avec V;(M,) > V,(M,). 1l pointe donc vers les /
potentiels décroissants. M,
~e— surface
1SO "‘l
4
surface —
iso V|

EM3 — Synthese

e Théoréme de Gauss
Le théoreme de Gauss constitue la formulation intégrale de I’équation de Maxwell-Gauss et un outil puissant de calcul
de champ créé par une distribution continue de haute symétrie. Pour toute surface fermée () orientée par sa normale

ﬁ E:IS: — Qint
s €o

Ot Qi est la charge contenue & U'intérieur de (X). L'efficacité du théoréme repose sur le choix d’une surface fermée adaptée

sortante,

aux symétries de la distribution.

e (Condensateur plan

Un condensateur plan dont les armatures de surface S sont séparées par une épaisseur e de vide peut étre modélisé par
la superposition de deux plans infinis uniformément chargés. Le champ est uniforme entre les armatures et nul en dehors.
q =CU,ouC = e%s est la capacité du condensateur.

e Energie de cohésion

L’énergie de cohésion du noyau atomique, due a 'interaction forte, est de 'ordre du MeV. Cet ordre de grandeur peut
étre retrouvé en cherchant 1'énergie de constitution du noyau, c’est-a-dire le travail nécessaire pour vaincre la répulsion
électrostatique en empilant des couches chargées concentriques dont 1’ensemble modélise les protons du noyau.

EM3 - SVF

a) Calculer le champ E puis le potentiel V, créé en tout point de 'espace par un fil rectiligne chargé uniformément.

b) Calculer le champ E créé en tout point de ’espace par un cylindre infiniment long chargé uniformément en
volume.

¢) Calculer le champ E créé en tout point de ’espace par un cylindre infiniment long chargé uniformément en

surface.
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Cours : Electromagnétisme Synthese et savoir-faire

Physique : PC

d) Calculer le champ E puis V, créé en tout point de I’espace par une sphere chargée uniformément en volume.

) Calculer I'énergie de constitution du noyau.

D

) Calculer le champ E créé en tout point de ’espace par une sphere chargée uniformément en surface

g) Calculer le champ E créé en tout point de ’espace par une surface plane d’épaisseur e infiniment longue chargée

uniformément en surface.

h) Calculer le champ E créé en tout point de ’espace par un plan infiniment long chargé uniformément en surface.

i) Calculer le champ E créé en tout point de ’espace par un condensateur plan uniformément en surface.

Ezercices classiques a connaitre :
- EM33 - Champ dans une cavité sphérique.
- EM35 — Champ créé par une boule.
- EM36 — Recherche d’une distribution de charges.

a) Calculer le champ E puts le potentiel V créé en tout point de l’espace par un fil rectiligne chargé uniformément.

La distribution de charges, source du champ électrostatique est un fil infini
chargé uniformément. On note A la densité linéique de charge.
e Choix d'un repérage adapté
Ici le repérage cylindrique est le mieux adapté a la situation.
Les coordonnées cylindriques d'un point M de 1'espace sont (r,0,z)
e Etude des symétries et des antisymétries
Les plans (M, u,, ug)et (M,u;,u,) sont des plans de symétrie pour la distribution

de charges, donc le champ électrique en M s'écrit : E(M) = E(r,0,2) u,

/——— Ztmn

e FKtude des invariances

La distribution est invariante par rotation autour de l'axe (Oz) et translation selon (Oz), donc le champ électrique ne

dépend que de r en valeur :
EM)=E(r)u;
De méme le potentiel V ne dépend que de r, V (M) =V (r).

e  (Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théoréeme

On construit la surface de Gauss en limitant le cylindre d'axe (Oz) a un trongon de hauteur h, sa surface latérale

Zq¢ Téunie avec les deux surfaces transversales 3i,.., qui sont les disques de rayon r d'axe (Oz) constituent une surface

5
fermée, qui convient comme surface de Gauss 2. Le flux de E sortant des surface transversales est nul puisque leur normale

est selon U, ; et le champ est partout radial.
Le théoreme de Gauss mene a :

#E.d_s'zﬂ E(r)fr’.dsa;'+ﬂ E(r)u,.dS u,
2

> lat Ztran
2 Ja _ — — _ Qint _ Ah
< @PEdS = E(r)u,.dSu, = E(r).2zrh = =—
2at 2y %
z
EM) = u,
< EM) 2mEyT r

e (Calcul du potentiel électrostatique
On calcule le potentiel électrostatique V(r) en intégrant :

A
dV =—-Edr =V(@r)=—-——In(r) + K
27,
K est la constante d'intégration. Finalement :

V(r)=-—

In (;) avecV(ry) =0

27, 0
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b) Calculer le champ E créé en tout point de l’espace par un cylindre infiniment long chargé uniformément en
volume.

e  Choix d'un repérage adapté

Ici le repérage cylindrique est le mieux adapté a la situation.
Les coordonnées cylindriques d'un point M de 1'espace sont (r,0,z) Di“”h{f’;-

o Etude des symétries et des antisymétries
Les plans (M, u,, ug)et (M, u;,u,) sont des plans de symétrie pour la distribution de charges,
donc le champ électrique en M s'écrit : m =E(r,0,2)u;

e Etude des invariances

La distribution est invariante par rotation autour de 1'axe (Oz) et translation selon (Oz),
donc le champ électrique ne dépend que de r en valeur :

E(M) = E() %
e  Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théoréme

Surface de Gauss

Casolr=a

On construit la surface de Gauss en limitant le cylindre d'axe (Oz) a un trongon de hauteur h, sa surface latérale
Zq¢ Téunie avec les deux surfaces transversales 3i,.., qui sont les disques de rayon r d'axe (Oz) constituent une surface
fermée, qui convient comme surface de Gauss X. Le flux de E sortant des surface transversales est nul puisque leur normale
est selon U, ; et le champ est partout radial.

Le théoreme de Gauss mene a :

#E.d_s'zﬂ E(r)Er’.dSu—r’+J-f
2

Py
> lat tran

E(n)u,.dS 1w, = ﬂ E(D)U.dS 4, = E(r).272rh = Qine

2at %

sir<a:Qint=-Uf p,dr= p,m?h
14

Gauss

sir>a:Qint=fff podr=fff p,dr = p,ma*h
VGauss Vpistri
Par conséquent:
2
= Pomr*h _  pyr
Er<a)=2"_—_7 =20
(r<a) 2mrhey T 26 T
. ma’h a?
E(r>a)= 2o =2 u,

27rh g Ur = 2&T

¢) Calculer le champ E créé en tout point de l’espace par un cylindre infiniment long chargé uniformément en
surface.

e  Choix d'un repérage adapté

Ici le repérage cylindrique est le mieux adapté a la situation.
Les coordonnées cylindriques d'un point M de l'espace sont (r,0,z)

e Etude des symétries et des antisymétries
Les plans (M, u;, ug)et (M, u,,u,) sont des plans de symétrie pour la distribution de charges, donc le champ électrique en
M s'écrit : m =E(r,0,2)u;

e Etude des invariances

La distribution est invariante par rotation autour de l'axe (Oz) et translation selon (Oz), donc le champ électrique ne
dépend que de r en valeur :

E(M) =E()u;

e Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théoreme

On construit la surface de Gauss en limitant le cylindre d'axe (Oz) a un trongon de hauteur h, sa surface latérale
Zq¢ Téunie avec les deux surfaces transversales 3., qui sont les disques de rayon r d'axe (Oz) constituent une surface
fermée, qui convient comme surface de Gauss 2. Le flux de E sortant des surface transversales est nul puisque leur normale
est selon U,; et le champ est partout radial.

Le théoreme de Gauss mene a :

#E.d_s'zﬂ E(r)Er’.dSu—r’+J-f
2

B> lat tran
{ sir<a:Qu =0
Sir>a:Quy = Qy=oc2rah

E(1)u,.dS 1w, = f E(D)U.dS 4, = E(r).272rh = Qine

2at %

Par conséquent:
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Er<a)=0
Q _, o2mah_, oca _,
uT

E(r>a) = u, = u, =—
2regr | 2mer | &

d) Calculer le champ E créé en tout point de l’espace par une sphere chargé uniformément en volume.

La distribution de charge envisagée dans cet exemple est une boule de rayon R, de

charge QQ homogene, centrée en 0 origine du repere.
- Choix d'un repérage adapté
Le repérage sphérique est le mieux adapté a la situation. La distribution de masse est
caractérisée par la charge volumique p(r) tel que : p(r > R) = Oet p(r <R) = p,.
- Etude des symétries et des antisymétries
Tous les plans qui contiennent 0 et M sont plans de symétrie de la distribution de

masse. On en déduit que :
E(M) = E(r, 6,2)%

- Etude des invariances

La distribution de charge est invariante par rotation autour de tous les axes qui passent par 0, on en déduit que :
E(M) = E(r).

- Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théoreme

Sur la sphere de centre 0 et rayon r, le champ de gravitation prend en tout point la méme valeur. On choisit comme

surface de Gauss donc la sphére ¥ de volume V pour appliquer le théoreme de Gauss.

r<R r>R

D'apres le théoréme de Gauss :
# EdS = E. 4m? = Qint —E = Qintz
z & dreyr

Qint (T’ > R) = Q

4 4
Qint(r <R) =p0§7rr3 =L—m«3 =0 (i)

3

%JZR3 3 R
- Q _
E(r>R) =
. r ) 47gyr? Yr
d'ou or
Er<R)=——1u,
<R = er v

On remarque que la boule vue de l'extérieur est équivalente a une charge ponctuelle situé au centre.
Or : ﬁz—gradV:,s dV = —-Edr

Vir>R) = ¢ +A
R 4dreyr
d'ou or?
Vr<R)=——o——
r ) 87 R3
Par convention : A=0 et, on calcule B par continuité de V :
Q QR? 3Q
=- +B<B=
47eyR 87gyR3 87gyR
V(ir>a)=
(r>a) 4rgyr

Donc

Vir<a) = 87[30R (3 - (%)2)
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e) Calculer énergie de constitution du noyau.

L’énergie de constitution de cette spheére est définie comme le travail qu’il faut fournir, de maniére quasistatique,
pour la construire en prenant les charges a I'infini. On va considérer qu’on construit la sphere treés lentement et on supposera
a chaque instant le systeme a ’équilibre sous I'action de 'opérateur qui construit la sphere et de I'interaction électrostatique
avec la portion de sphere déja créée.

dFyp + AFgrpe = 0 = 82 W,y = — §* Wy, = dE,
= W, = dE,(final) — dE,(initial)

La sphere de rayon r a déja été construite, elle porte la charge q(r) = p gﬂr3, lopérateur va amener la charge
dq = p 4zr*dr (couronne sphérique concentrique) de l'infini a r.

W,p = dE,(final) — dE, (initial)
=Wop, = dq( V(1) = V()

3 pr?

=d —0|=pamidar x2—

= Mop = dq p47rgor pamrar 35
4mp?
2&4/017:3—(:)7"4

Pour obtenir la sphere de rayon R, on intégre cette expression pour r variant de 0 a R, il vient :

R
e [, 47p? R®

r*dr = —
3& 3¢y 5

0

= Enoyau =

Or:Q=pInR®=pt=——0Q?
4z 9Q? RS 3 Q2
= Enoyen = 3 X T622R6 ¥ 5 4may 5K
L’énergie électrostatique de constitution d’un noyau atomique est égale a :
QZ

Enoyau =5 % 47&yR >0

f) Calculer le champ E créé en tout point de I’espace par une sphere chargée uniformément en surface
- Etude des symétries et des antisymétries
Tous les plans qui contiennent 0 et M sont plans de symétrie de la distribution de masse. On en déduit que :
EM) = E(r, 6,2)u;
- Etude des invariances
La distribution de charge est invariante par rotation autour de tous les axes qui passent par 0, on en déduit que :
E(M) = E(r).
- Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théoreme
Sur la sphere de centre 0 et rayon r, le champ de gravitation prend en tout point la méme valeur. On choisit comme
surface de Gauss donc la sphére ¥ de volume V pour appliquer le théoréeme de Gauss.
D'apres le théoreme de Gauss :

ﬁ EIS: =E4—7ZT'2=Qint —F = Qint
- ' & VY N
0 {Qint(r >R)=0Q
r
Qint(r <R)=0
Q _, oyx4mR* _, g, R?
4 7g,r? Ur = 475,12 Ur = &re
Er<R)=0u,

—

E(r>R) =
don {ET >R

g) Calculer le champ E créé en tout point de I'espace par une surface plane d’épaisseur e infiniment longue chargée
uniformément en surface.
- Choix d'un repérage adapté

Ici le repérage cartésien est le mieux adapté. Les coordonnées cartésiennes d'un point M de 1'espace sont (x,y,z)

- Etude des symétries et des antisymétries

Tous les plans contenant la droite (M, u,) sont des plans de symétrie de la distribution de charge, donc le champ

électrique en M est dirigé selon U, et s'écrit : E(M) = E(M)1,
- Etude des invariances
La distribution de charges est invariante par toute translation selon (Ox) et selon (Oy), donc la valeur du champ
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électrique ne dépend que de z : E(M) = E(2)u,
- Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théoréme

On construit la surface de Gauss en réunissant une portion X1 de ¥’ d'aire S,

autour du point M, avec la surface 2, d'aire S, autour du point M’ symétrique de M
par rapport a la distribution de charges, car le champ électrique est le symétrique du
champ en M, et on ferme la surface par la surface latérale.

Le flux du champ électrique a travers X, est nul, car le champ électrique est
perpendiculaire a la normale & la surface en tout point.
On applique le théoreme de Gauss :

# s =dm ﬂ E(2)u,. dS u, + ﬂ E(2)u,.dS u, + ff E(—2)u,.dS(— )
S €o Ziat Z )
— Qint

€0

& 2E(2)S, = ngt

e - e
Silzl > =: Quue = peS, = E(2) = 2= sign(2)i;
2 2¢gg

Silz| < 5 Qine = p(22)Sy = E(2) = P
0
h) Calculer le champ E etle potentiel V avec V(0)=0, créé en tout point de l'espace par un plan infiniment long
chargé uniformément en surface.

La distribution de charges source du champ électrostatique est le

plan (0,x,y) chargé uniformément avec une densité surfacique de charges
.

Les symétries et invariances restent inchangées, on applique le
théoreme de Gauss :

N ; oS
# Fag = Jmt 2E(2)S, = —

€0 €0
z

-~ O
< E=_—si

20q sign(z) u,

av

E=— T g =_%
Onack = gradV«:)ngSLgn(z)— =

c
Viz<0)=—z+A
2¢gg
= c
V(iz>0)=——2z+A"
2¢gg
La continuité de V en z=0 imposte A’=A"=0, D’ou :

(¢}
V(z <0) =§Z
0

(¢}
V(z>0)= —EZ
0

i) Calculer le champ E créé en tout point de ’espace par un condensateur plan.

Pour faire cette étude, on modélise le condensateur comme un ensemble de

deux plans A et B distants de e et portant respectivement les densités

surfaciques de charges o= %pour A et -o pour B. Cette modélisation revient & + M - B
a négliger les effets de bord. E 0 -
- Symétries et invariances : + z X
Les plans 77(0,uy,uy,)et I7'(0,u;,u,) sont plans de symétrie pour la U X -
distribution de charge du condensateur d'extension finie ; si on néglige les effets ’ -
de bords. On en déduit qu'en tout point M ou le champ est défini, le champ est 7777 0 -0 7777

porté par u, :
E(M) = E (x,y,2)uy
De plus, en considérant les armatures comme des plans infinis, la distribution de charge est invariante par
translation selon u, et u,, on en déduit :
E(M) = E (0w
- Calcul de E
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En dehors des armatures, 1'espace entre les armatures est vide de charge, 1'équation de Maxwell-Gauss s'écrit :
divE=0=—=0
e d.xe e e
On en déduit que dans chacune des trois zones : x < -y Ty <x<jetx>- le champ électrique est uniforme et

vaut respectivement : E_, E,, E,.

Pour déterminer E_, E,, E,, on applique un raisonnement par superposition, en utilisant les résultats établis sur
le plan chargé uniformément. Ainsi chaque plan A et B, contribue de la fagon suivante :

- o _, . e - —0o__, | e
E,=—u,six>—= Ep=—u,six >
A 2& 2 B 2& 2
7 o _, . e’ o —0__, . €
4= —T— U SIx < —% B= "7 Uy SIlx <
2 ¢ 2 2 ¢ 2
o _. o _. L0
ey Tl g Aa
Zrﬂi, % 25" g ;. Champ créé
par A seul
o o o
o ity ol Champ créé
28 28 28 L par B seul
z I - X
2 0 9, a :
< Champ électrique
- o [ " résultant
E=+—uy
&
c -0

On construit le champ total par superposition et on obtient : E_ = E, = 0et E; = Ei d’otu la conclusion :
0

Un condensateur plan chargé a @ crée :

. s . . . . =1 g
- A Uintérieur des armatures, un champ électrique uniforme E = . Moo
0

- A Dextérieur des armatures un champ nul.
EM4 — Synthese

e Moment dipolaire

—

Le moment dipolaire électrique d’un dipdle est le vecteur, dirigé de N vers P : p = q NP
“

cm
e Approximation dipolaire
Dans le cas de 'approximation dipolaire r > a, on démontre que :
qacos®  p.u; o 1 Y s
V(M) = = etE(M) =—Q@p@.u)u, —
( ) 4”807'2 4”507'2 ( ) 4”507'3 ( (p r) T p)
e Actions sur un dipéle
En présence d'un champ extérieur, le dipdle a tendance a s’aligner avec le champ —q',"'
extérieur et a se diriger vers les zones de fort champ. Ces actions s’écrivent : N i

F=grad (B.E),T=pAE,E, = —p.E oUE = Ey

EM4 - SVF

a) Calcul du potentiel créé par un dipdle électrostatique dans le cadre de ’approximation dipolaire

b) Calcul du champ électrostatique créé par un dipdle électrostatique dans le cadre de I’approximation dipolaire.

¢) Retrouver les expressions des actions mécaniques subies par un dipole électrostatique dans un champ extérieur
variant faiblement au niveau du dipoéle.

Ezercices classiques a connaitre :
- EM41 - Champ et potentiel créés par deux fils infinis.
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a) Calcul du potentiel créé par un dipdle électrostatique dans le cadre de l'approzimation dipolaire

—
Ur

7(1 ‘_"'
: = >z
N 7
Approximation dipolaire : On calcule le potentiel dans le cas ou r > a ou a=NP
Soit :
q (1 1
v = (= -2
4tgg\r, 1
S T s e
r; = (PO +0M) = +1r*+2P0.0M
r —\ 2 2 _—— ——
rf = (NO +0M)" =*-+7r?+2N0.0M
a? —— a?
rf =—+712—20P.OM = —+1? — ar cos0
4 4
< a? a a?
Z=—+7124+2-1rcosO =—+1?+arcosd
£ 2 4

Par un développement limité en a/r, on obtient :

1 1 @ a T2 la
—=—|1+4+-———cos6 ~—(1+——cose)
r r 2r

Y, T 412

1 1 a? a M1, 1a
—=—|14+-—+—cosb ~—(1———cose)
nor 4r2 r T 2r

D’ou :

q la la
V(M) = <1+——c059—1+——c059>
4meyr 2r 2r
acos0 cos0 p.u,
ovan =1 P A

dmtegr?  Amegr?  Ameyr?

b) Caleul du champ électrostatique créé par un dipéle électrostatique dans le cadre de lapproximation dipolaire.
Soit : E = —grad V
av ) qacos@ qacos6

7":

or  “Ameyr3  2meyr3
£ - 10V qasin®
= 07 100 4me,rd
1 av
E(p = — - —_— =
rsin@dp

=EWM) = (2pcosOu;, + psinOuy)

3
. 4megr

Or'{ p.u,; = pcoso - {chosﬁﬂ_r' =2(.w)u;
p.ug=—psind ~ {psinfu, = —(p.upuy

- 1 N —— o\ — NN
=EM) = pr 3. @)% — (B %)u; + (B.upug)]

—EWM) =

s 3T — ]
0
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¢) Retrouver les expressions des actions mécaniques subies par un dipdle électrostatique dans un champ extérieur

variant faiblement au niveau du dipole.

e TForce I)’
Soit : F =gq (E(P) - E(N)) P
Calculons F, dans le cas ou le champ varie faiblement au niveau du dipole : A —
Ax OEy . Ay dEy Az dEy qE (P)
Dot EP)=E M+t 5% N
ot Ax OEx Ay 0Ex Az OEy
E(P) =Ex(A)_7E_7yE_?E = E
OE, OE, OE —gE(N) —

X\ . ——
o 3y + Az E) =p.grad E,(4)

On généralise : F = (P. grad) E(A) ou E =E,, ainsi :
- Sile champ est uniforme : F=0
- Sile dipéle est rigide on peut écrire : F = grad (B E)A

2Fx=q(Ax

e Couple
Supposons le champ extérieur faiblement variable au niveau du dipole : E(P)~E(A) et E(N)~E(A) afin de simplifier le
calcul, alors le moment exercé en O point quelconque est :
' = 0P AqE(P) + ON A (—qE(N)) = q(OP — ON) A E(4)
o T=qgNPAE(A) =pAE
e Energie potentielle
Soit : E, = qV(P) —qV(N) = q [, dV = q [, grad V. dOM
P
B, = f —qF . dOM
N
Supposons une nouvelle fois E faiblement variable & Iéchelle du dipole d'ott : E, = —qE(A). (OP — ON) = —qNP.E(4)
L’énergie potentielle d'un dipdle électrostatique situé en A dans un champ extérieur est :
E,= —p.E(A) o0 E = E,p,

EM5 — Synthese

e Equations locales de la magnétostatique

En régime stationnaire, les équations de Maxwell se découplent et le champ de densité de courant j(P)) apparait
comme l'unique source du champ magnétostatique B (M), solution des équations locales de la magnétostatique :

div B = 0 (Maxwell — Thomson) et rot B = UoJ (Maxwell — Ampére)

Le caractere linéaire de ces équations garantit la validité d’un principe de superposition autorisant le découpage des sources
en sources plus simples pour le calcul du champ.

e Forme intégrale des équations locales

Sous forme intégrale, ’équation de Maxwell-Thomson se traduit par le caractére conservatif du flux magnétique : pour

# B.dS=0
)
L’équation de Maxwell-Ampere se traduit quant a elle par le théoréme d’Ampeére : pour tout contour (C) et toute

toute surface (5) fermée :

surface (S) s’appuyant sur (C) et orientée corrélativement,

—

B.dl = Holint
©

e  Propriétés de symétrie

La distribution de courant étant a I'origine du champ magnétostatique, ce dernier restitue les invariances de j(P).

- Le champ magnétique créé par une distribution de courants permanents est antisymétrique par rapport a un plan
de symétrie de la distribution de courants.

- Si le point M appartient & un plan de symétrie de la distribution de courant, le champ magnétique en M a une
direction perpendiculaire a ce plan.

- Le champ magnétique créé par une distribution de courants permanents est symétrique par rapport a un plan
d'antisymétrie de la distribution de courants.

- Sile point M appartient a un plan d'antisymétrie de la distribution de courant, alors le champ magnétique en M
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a une direction incluse ce plan.

e  Propriétés topographiques
Les lignes de champ magnétostatique :

- Font apparaitre les invariances de la distribution ;

- Restituent avec un changement de signe les propriétés de symétrie ou d’antisymétrie de la distribution de courant;

- Sont fermées et enlacent les sources de courant.
En particulier, le théoreme d’Ampére montre que les lignes de champ orientées enlacent des courants positifs. Le champ
magnétostatique étant a flux conservatif, sa norme décroit lorsque les tubes de champ s’évasent.

e Exemples de champs magnétostatiques
Le champ magnétostatique créé par un fil rectiligne infini parcouru par un courant 7 s’écrit :

Hol _,

B(M) =5t

Le champ magnétostatique créé par un solénoide infini comportant n spires par unité de longueur s’écrit :
§L'nt = poni Uy etm =0
e Dipole magnétostatique
- Un dipdle magnétostatique est une distribution de courant stationnaire d’extension finie au voisinage d’un point
A. En particulier, pour une boucle de courant plane de surface S parcourue par un courant ¢, on définit le moment
magnétique :
M=isi
Avec 7l vecteur unitaire normal & la boucle et 7 dans le sens direct autour de 7.
- Dans un modele planétaire d’atome, les électrons peuvent étre assimilés a des boucles de courant dont le moment

magnétique est relié au moment cinétique orbital par :
M= yL_(,) ouy = — % est le rapport gyromagnétique de l'électron
Le moment cinétique orbital atomique étant de 'ordre de k, le magnéton de Bohr ug = % ~ 107234Am? représente 1'ordre
de grandeur d’'un moment magnétique atomique.
e Champ créé par un dipdle magnétostatique
Par analogie avec le dipdle électrostatique, dans 'approximation dipolaire, on admet que :

BOM) = % (3(M.%) - M)

e Actions mécaniques subies par un dipole magnétostatique

Un dip6le magnétostatique plongé dans un champ extérieur quelconque subit des actions analogues a celles que subit un
dipdle électrostatique dans un champ électrostatique extérieur :
F= grad (Mﬁ),ﬁ = M/\E,EP = —M.B ot

_

= Bext

so1)

EM5 — SVF

Calculer le champ B créé par une distribution cylindre uniforme en volume.

53
Ny

Calculer le champ B créé par un fil infini.

=

Calculer le champ B créé par un solénoide infini.

e

Calculer 'inductance propre d’un solénoide infini.

@D
~

Calculer le moment magnétique du systéme électron-proton et donner I'unité du moment magnétique en physique
atomistique.

f)  Donner les analogies et différences entre les deux dip6les.

g) Calculer la déviation des particules d’Argent dans le cas de 'expérience de Stern/Gerlach en fonction de constantes

0B

et de E’l (longueur de l'aimant), D (distance écran — centre aimant) et T la température.

Ezercices classiques a connaitre :
- EMS52 - Bobine torique.
- EM53 - Céble coaxial
- EM56 — Modele de fils
- EMB58 — Effet Hall

Laurent Pietri ~ 14 ~ Lycée Joffre - Montpellier



Cours : Electromagnétisme Synthese et savoir-faire Physique : PC

a) Calculer le champ B créé par une distribution cylindre uniforme en volume.
Un céable cylindrique, d’axe Oz et de rayon a, est parcouru par un courant d’intensité I uniformément réparti. On étudie
le champ magnétique créé par le cible a une distance r petite devant la longueur du céble, on le supposera donc infini

B

b 4 [
bt

I

On modélise alors la distribution de courant par le vecteur densité de courant électrique j, uniforme en tout point du

fil, qui vaut :
I

a2

—

I =jma?l=j= u,
- Symétries et des antisymétries
Le plan /7= (M,u,,w,) est plan de symétrie donc : B(M) = B(r,6,2)ug

- Invariances :
La distribution est invariante par rotation atour de 'axe (Oz) et par translation selon 1'axe (Oz), on en déduit :
B(M) = B(r)

- Choix d'un contour d'Ampeére
On choisit un cercle « d’axe Oz » passant par M de rayon r d’ou :

%E dl = Uoline = 2721 B(r) = poline
c

Il faut distinguer les deux cas qui correspondent a M & l'extérieur du fil et M a l'intérieur, comme le montrent les

figures suivantes :

L. 8

M al'extérieur du fil. M a l'intérieur du fil.

Lorsque M est a 1l'extérieur, le courant enlacé est le courant total, I alors :

- I
=B(r>a)= ZMOr u,
T

- Lorsque M est a l'intérieur, le courant enlacé est :
1 T
e =) m =L m2 =1 (D)2
int ] ﬂ_az a

= Mol _,
=B({r<a)= Zﬁazug
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b) Calculer le champ B créé par un fil infini. z
- Leplan II1 = (M, %, %) est plan de symétrie donc : B(M) = B(r, 6, z)ug =5

- La distribution est invariante par rotation atour de l'axe (Oz) et par
translation selon l'axe (Oz), on en déduit : B(M) = B(r)
- Choix d'un contour d'Ampere : on choisit un cercle « d’axe Oz »

passant par M de rayon r d’ou :

fﬁ.di: toline =271 B(r) = polint e ¥
c e T
On choisit donc le contour I', orienté dans le méme sens que Uy pour appliquer le X

théoréeme d'Ampere :

§§.d7= ng(r).rd9= Uoline <271 B(r) = gl o0 Iy = 1 '
c c

tol _,
Ug

=B =

o
¢) Calculer le champ B créé par un solénoide infini.
Le solénoide infini est un dispositif idéalisé qui présente des propriétés de symétries intéressantes, on admet qu'il impose
—
un champ magnétique nul a l'extérieur :Boy; = 0. Un solénoide infini parcouru par un courant I crée un champ magnétique

nul & l'extérieur de celui-ci.

- Etude des symétries et des antisymétries

Le plan perpendiculaire a l'axe (Oz) et qui passe par Bext =0
le point M est plan de symétrie pour la distribution de 00 e @@é@@@@_@@@m — 00
courants.
=B =Bu, 2a ®
- Etude des invariances
La distribution est invariante par rotation atour de 1'axe BDRXIVIDRIR
(Oz) et par translation selon l'axe (Oz), on en déduit : Bo=0

B(M) = B(r)
- Choix d'un contour d'Ampeére

On choisit successivement deux contours d'Ampeére rectangulaires, comme le montre la figure suivante :

B N 0C 0000
Dy _Cq
‘, A1 By

Les deux contours ont I’axe Oz en commun, mais 'un des deux se referme a I'intérieur du solénoide, I’autre a 'extérieur.

- Appliquons le théoreme d’Ampere a celui de U'intérieur :

fﬁ.di: 0 ©Byl—Br<a)l=0

Cc
& B(r < a) = Bgye

- Appliquons le théoreme d’Ampeére a celui de I'extérieur :

fﬁ. dl = pgNI < Byl — B(r > a)l = ponll

c
< B(r > a) = Byye — Uonl = cste =0
< Baxe = ponl
=By = ponlu,
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d) Calculer I'inductance propre d’un solénoide infini.
Dans le cas d’une spire du solénoide infini on a :

¢, = ffﬁ.d_s'zB f dS = Bra®

spire spire
= Dans le cas du solénoide infini on a :
¢ =N¢p, =N X pgnl X na*
2

a
¢ =uN>n—1=LI

na?
=L = ,LLONZ T
e) Calculer le moment magnétique du systéme électron-proton et donner l'unité du E»
moment magnétique en physique atomistique. J
Intéressons-nous au modele planétaire de ’atome. On considere que 1’électron géneére une
boucle de courant circulaire parcourue par un courant [ = % ol g est la charge de I’électron et
o
T la période de son mouvement d’out : ¥
M=15= % nriu, L
L,=0MAMb =mrva,
2nr
T=—-
v q qur
=>M=— vy, = u,
2nr z 2 77
=>M=—L,u,

On pose M= yT ou y est appelé rapport gyromagnétique. Pour le mouvement orbital de ’électron autour du

noyau :
_ -e

r 2m

eh

On pose : g, = — = 9,3 10"2*4Am? I'unité de moment magnétique atomistique vu que L, = +nk =M = +nu, U,
B 2m

f) Donnez les analogies et différences entre les deux dipoles

dipole E dipole B
Moment p=qNP P> ”'Iz
Potentiel p-u; Hors-Programme

V(M) =
(r>>a) (M) dmegr?
Champ créé (r >> a) EM) = BM) =
s N #0 —\—>
yr— B@.u)u; —p) Py (3¢ ur )iy _7)

Lignes de champ (et il
équipotentielles)
Force subie dans un champ F=(]. grad) Byt
extérieur =0si B, = cste
Couple subi dans un champ F=7"A §ext
extérieur
Energie potentielle du dipole E,=—p. Eoxt E,= —T. Boye

Le couple tend a aligner le dipdle avec le champ extérieur et une résultante entraine le dipole vers les zones de fort

champ (si le champ est non-uniforme).
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Calculer la déviation des particules d’Argent dans le cas de 'expérience de Stern/Gerlach en fonction de constantes

oB , . . ; .
et de Z'l (longueur de l'aimant), D (distance écran — centre aimant) et T la température.

g)

Récipient chauffé
contenant une
vapeur

Piéce polaire )
sud s 7

— y
Piéce polaire Bitan ;
Parties refroidies nord refroidi pour
pour piéger les éviter la
atomes qui migration
; des atomes

viennent s’y
cogner l : D

Vers la pompe a vide

Appliquons le PFD a la particule d’Argent dans le référentiel galiléen :

mz=F,= a—B v, —&6—3 = 9Bt
T, > T M =2 T maz 2
mx =0 vx:u x =ut
x2
_mos(y)
m 0z 2
Donc en sortie d’aimant
0z u, 0B
tana=—| = —lavecZ = (tana) X
oxl; mu? 0z
u 0B
Z="1 —
= mu? 0z
Or u? = 3kgT
u 0B
Z==2 —
T4 T 34,T 0z

EM6 — Synthese

e Loi de Faraday
Soit un circuit électrique filiforme orienté arbitrairement par le sens conventionnel de i. Soit S le vecteur surface de ce

circuit, orienté par i et la régle de la main droite. Le circuit est le siege d'une force électromotrice induite e, orientée

: . . . g dp . .
conventionnellement dans le méme sens que i (convention générateur) et telle que : e = —d—‘f ou e s'exprime en Volts.

e Loi de Lenz
Le sens du courant induit est tel que, par ses effets, il tend a s'opposer aux causes qui lui ont donné naissance.

e Transformateur

Pour un transformateur, en régime alternatif :

U N . o
2| = =2 = m. La relation des courants s’écrit, en charge :

1 Ny 5

_ Ny 1

N> m

iz

La relation des tensions s’écrit

o  Couplage électromécanique
Pour un circuit mobile dans un champ magnétique stationnaire, la puissance mécanique fournie au circuit par les

actions de Laplace induites est 1'opposé de la puissance électrique fournie au circuit par la fem induite :
= —-P

Pfournie pare fournie par F_lc{
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EM6 — SVF

a) Exprimer le bilan énergétique sur un circuit couplé par inductance mutuelle en donnant P'expression de E;i; + E,i,
M
R]_ RE
— ol
IR

i ip

Vi vz

primaire secondaire

a) Effectuer un bilan énergétique dans le cadre du haut-parleur simplifié a Uaide du schéma suivant afin de retrouver
Iéquation suivante : €i = %GLiZ + imv2 +§kx2) +RiZ+ M2+ av® . On notera F=—ob la force de

frottement fluide exercée par l'air sur la membrane du haut-parleur.

R D
— — T,
©B:Bﬁ): /1 ]{ %
40 @

/35508
i T C

Exercices classiques a connaitre :
- EM61 - Balance de Cotton
- EM62 - Pendule conducteur
- EMG63 — Freinage électromagnétique
- EMG65 — Circuits électriques couplés
- EM68 — Deux tiges

a) Exprimer le bilan énergétique sur un circuit couplé par inductance mutuelle en donnant 'expression de E;i; + E,i,
M
Ry Ry
= =5 —
L L

Les équations électrocinétiques obtenues par application de la loi des mailles a chaque circuit s'écrivent :

L,di; Mdi, .

T

L,di, Mdi, .

TR
, o 5 - diy cdiy odlp o di
=Eji; + Eyiy, = Ryif + Ryi5 +L111E+ L212E+M11E+MLZE

Laurent Pietri ~19 ~ Lycée Joffre - Montpellier



Cours : Electromagnétisme Synthese et savoir-faire Physique : PC

SEi, +Eyi, = RyZ+Ryi2 +2

1 1
=Lyi? +=Lyi% + Miyi
ac |zl T2l 1l2

Puissance dissipation joule E .
fournie magnetique

b) Démontrer le rapport des tensions et des courants pour un transformateur.

Vi V2

primaire secondaire

- Relation en tension
Le champ magnétique étant parfaitement canalisé dans le tore, son flux @ a la méme valeur a travers toute section
du tore : @ s'appelle le flux commun.

i (t) in (t)

vi (t) e1(f) = —NIS;EE [ () <> leg (t) = —sti—lj va (t)

D, =N _ )T T gt
= {qaz =N ® T ) Npdd,
€2 = dt
Or
Ul = —61 et Uz = —62.
D’ou :
Uy - €1 B Ny -

- Relation en courant
L'application du théoreme d'Ampere sur une ligne de champ meéne a :
Bl = ﬂgﬂr(N1i1 + Naiz)

Attendu que pour un bon milieu « ferromagnétique » doux, u, = 10% on a :
Noiy + Nyip~0 = 2= -t 1
i b~ —=——=——

1l 212 i N,

¢) Effectuer un bilan énergétique dans le cadre du haut-parleur simplifié a Uaide du schéma suivant afin de retrouver
Iéquation suivante : &i = %(%Liz + %mvz + ékxz) +RiZ+ M2 +av? . On notera F=—ab la force de

frottement fluide exercée par l’air sur la membrane du haut-parleur.

R D
e - HU
©B == B ﬁ): /1 ]u %
&(t) ® .
W W
50000
i T C

- Equation éléctrique
On note a la longueur du rectangle formé par le circuit lorsque 1'ensemble est a 1'équilibre mécanique (ressort ni tendu

ni comprimé). On note x 1'écart algébrique de position de la barre par rapport a cet état d'équilibre. L'aire du rectangle
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est donc (a + x).1 et son vecteur surface associé est, d'apres 1'orientation choisie pour i :
S =(a+x).w
En tenant compte en plus du flux propre,le flux magnétique total a travers le circuit est :
@=(a + x).IB+Li
La fem induite, orientée en convention générateur, est donnée par la loi de Faraday :

L'équation électrique de la barre est : ¢+ e = Ri < &— Blv — L% = Ri
- Equation mécanique
La barre est soumise :

o Aux actions de Laplace F,;, = ilB u,,

o A laction de rappel du ressort Fyoeqorr = —kx Uy,
- _
o Aux forces de frottements fluides exercées par I'air sur la membrane : Frrore = — av Uy
=4 —
o Ainsi qu'a son poids : P = —mg u,

o Et a la réaction normale des rails N = N u,

En projection sur i, la loi de la quantité de mouvement appliquée & la barre s'écrit :

dv
ilB—kx—oav=m—
dt

- Bilan énergétique
Pour réaliser le bilan énergétique, on multiplie 1'équation électrique par i et 1'équation mécanique par v :
di
& — Blvi — L—i = Ri?
dt
, _adv

etilBv — kxv— av* =m—v
dt

On réorganise les termes et on fait apparaitre des dérivées remarquables :

d /1
& — Blvi = Ri? +—<—Li2>

dt \2
1B d(1k2+1 2) 2
ilBv = —|zkx*+-mv° ) — av
dt \2 2
On combine les deux équations de maniére a faire disparaitre le terme blvi ces deux termes :
di .1 .1 2 2
i =—(—Ll +-mv +—kx)+ Ri“ + av
Pfo‘if‘rnie dt {2 2 2 P_"_’
pour vaincre
pare Emag+EctEpgilastique les frottements

EM7 - SVF

a) A laide d’un bilan d’énergie électromagnétique, retrouvez 1’équation de Poynting : al;im + div(TY) +7.E=0

b) A partir des équations de Maxwell, donner l'expression du vecteur de Poynting et de la densité d’énergie
électromagnétique dans le cadre de la jauge de Poynting.

¢) Vérifier I'équation de Poynting un cylindre conducteur, de conductivité électrique v, de rayon a, parcouru par le

courant / uniformément réparti en volume :

L [
\

d) Donnez les équations de Maxwell dans le vide, puis démontrer I’équation de propagation dans le vide.
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Ezercices classiques a connaitre :
EMT71 — Alternateur dans un cylindre
EM72 — Courants de Foucault dans un cylindre
EMT73 — Energie magnétique dans une bobine
EM76 — Pince amperemétrique
EM78 — Plaque de cuivre
Rem + div(7) +.E =0

Pour effectuer le bilan d'énergie électromagnétique, on raisonne sur un volume V de l'espace, fixe dans le référentiel

a) A T’aide d’un bilan d’énergie électromagnétique, retrouvez 1’équation de Poynting :

dans lequel est défini le champ électromagnétique étudié.

L'énergie contenue dans V varie pendant la durée dt d'une quantité : Ugp (t + dt) — Ugp (t) = —PBgy dt — Ppope dt
Cette énergie varie, car une partie a été rayonnée pendant la durée dt et une autre, a été cédée aux porteurs de charge.

Le signe «-» traduit le fait que 1'énergie est cédée (perdue) par le systeme.
Soit :
fﬂ(uem(M,t +dt) — U (M, £))dt = — # . dSdt — fﬂjﬁ dtdt
b v
14

Ouem o g
@W dtdr=—ff div(7D) drdt—fff].Edrdt
at 14 14

\%4

Ju - .
:ﬁ-f ( aim + d“’(”) +J.E ) drdt = 0 vraie pour tout V.
|4

OUpm,

T +div(17) +J.E=0

b) A partir des équations de Maxwell, donner l’expression du vecteur de Poynting et de la densité d’énergie

électromagnétique dans le cadre de la jauge de Poynting.

L p L _.. 0B L R oE
MG:dlszg—0 e MT : dlvB=0-MF:r0tE=—E e MA : rotB=,u01+goyOE
On exprime alors le vecteur J, que 1'on multiplie scalairement par E:

. 1_,. 9 . 0E o 1 __, . -
]=;0r0tB—£OE:>].E=—SOE.E+;0(r0tB).E
Or;div(ﬁx\ﬁ):r—m’ﬁ.ﬁ—ﬁ.mﬁ:j.E:—go";—’f.ﬁ+i(—div(ﬁx\§)+m§.§)
o 0E . 1 P B
:>].E=—EOE.E+ﬂ—O<—dw(E/\B)+—E.B)

1 S o
——div(E AB)

Ho

S E 50E2+Bz
TIET T\ 2 T2y,

o du —
Or: J.E = —%— div(7)
Par identification on obtient la jauge de Poynting :
2 2
- Densité d’énergie électromagnétique : Uy, = % 2}%
0

18

- Vecteur de Poynting : =L

0
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¢) Vérifier I'équation de Poynting un cylindre conducteur, de conductivité électrique vy , de rayon a, parcouru par le
courant 7 uniformément réparti en volume :

(L
2 U

it : 7 _L* E Y B
Soit : j(r <a) =—u, =E(@ <a) = ot Uz
,uo_]T — ,UOIT—)
:B(r<a) = Ug =5y
Or :
gEz B2 e/ I \2 Ir
e (o Yot ) v [] () 2
yma
Mecyl MECyl
U 50( I )2 Ch ah Z qt
Flem =7 yra? 27ra2 4
&l* b wl*h AU,
Slem =572 T 67~ S 2 g

Calculons la puissance rayonnée par le volume, le vecteur de Poynting s’exprime par :

TY—EAE— ( I )Zr_,
- 4y ~ \m 27ur
Ry = [ TS == () & 20
= = . = —|— J—
ray Stat 7Z'a2 27 7a.
I?h
=l ==
Calculons la puissance cédée aux porteurs :
port—ﬂ-f fﬁdrz E? na’h
volume
= Prore = (77ra2 mat 77ra2
Par conséquent :
dUu
ﬁ"'Pport +Pray =0
N———

=0

d) Donnez les équations de Maxwell dans le vide, puis démontrer I’équation de propagation dans le vide.
Equations de Maxwell, en régimes variables dans le vide :

- Maxwell-Gauss : div E = 0 (M.G)

- Maxwell-Flux ou Thomson : div B = 0 (M.¢)

- Maxwell-Faraday : 7ot E = — 2% (M F)

- Maxwell-Ampere : rot B = eo,uo (M A)

. — e — (9B
Soit : rot (rot E) = —rot (?)

Les opérateurs rotationnel et dérivation par rapport au temps portent sur des variables indépendantes donc ils commutent.

. drotB 02E
=rot (rot E) =- T = —&oldo e
Or : rot (WE) = —AE + grad (div E) = —AE
<z 02E
= —AE = —¢
oHo 92
D’ou :
-, 10% 1
AE = —— avec ¢* =
c? ot Eollo
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	On raisonne ici dans un élément de volume d( contenant des particules chargées fixes par rapport au référentiel d'étude (quantité de charge ,(-𝐹.𝑑() et des particules mobiles à la vitesse ,𝑣. (quantité de charge ,(-𝑚.𝑑( ).
	Concernant les charges fixes, leur vitesse est nulle donc la force de Lorentz ne travaille pas : dP = 0, par conséquent :
	𝑑𝑃=,,𝑓-𝑣..𝑑𝜏.,𝑣.=,,𝜌-𝑚.,𝐸.+,𝑗.∧,𝐵..𝑑(.,𝑣.
	( 𝑑𝑃=,(-𝑚.𝑑( ,𝐸..,𝑣. 𝑐𝑎𝑟 ,𝑗. 𝑐𝑜𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒 à ,𝑣.
	On considère individuellement une particule mobile de charge q et masse m, qui se déplace sous l'effet du champ électrique ,𝐸. constant. Si la force électrique était seule en jeu, la vitesse du porteur croîtrait aussi longtemps que le champ serait ap...
	,,𝐹-𝑓..=−𝜆,𝑣.=−,𝑚-𝜏.,𝑣. 𝑜ù 𝜏 𝑟𝑒𝑝𝑟é𝑠𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑙𝑒 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑠 𝑚𝑜𝑦𝑒𝑛 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑐ℎ𝑜𝑐𝑠
	La relation fondamentale de la dynamique s'écrit alors :
	,𝑚𝑑,𝑣.-𝑑𝑡.=−𝜆,𝑣.+𝑞 ,𝐸.
	( ,𝑑,𝑣.-𝑑𝑡.+,𝜆-𝑚.,𝑣.=,𝑞-𝑚. ,𝐸.
	Une constante de temps (=,𝑚-𝜆. apparaît, qui représente l'ordre de grandeur de la durée nécessaire à l'amortissement du régime transitoire.
	( ,𝑣.=,,,𝑣-0..−,𝑞-𝜆.,𝐸..,𝑒-−,𝑡-𝜏..+,𝑞-𝜆.,𝐸.
	En quelques fois la durée (, la vitesse tend vers la limite :
	,,𝑣-𝑙𝑖𝑚..=,𝑞-𝜆.,𝐸.=(,𝐸.
	Le facteur de proportionnalité ( traduit la mobilité du porteur.
	La densité de courant tient compte de l'assemblée des porteurs de charge, elle s'exprime en régime stationnaire par
	,𝑗.=𝑛𝑞,𝑣.  et tend donc vers une valeur proportionnelle au champ électrique :
	,𝑗.=𝑛𝑞,,𝑣-𝑙𝑖𝑚..=𝑛𝑞,𝑞-𝜆.,𝐸.=,𝑛,𝑞-2.-(.,𝐸.=,𝑛,𝑞-2.(-𝑚.,𝐸. ( ,(-0.=,𝑛,𝑞-2.(-𝑚.
	,𝐸.,𝑀.=,𝑞-4𝜋,𝜀-0..,,𝑂𝑀.-𝑂,𝑀-3.. =,𝑞-4𝜋,𝜀-0.𝑟².,,𝑢-𝑟..  𝑒𝑡 𝑉=,𝑞-4𝜋,𝜀-0.𝑟.
	- Le lien entre le champ électrique et le potentiel, ,𝐸.=−,𝑔𝑟𝑎𝑑 .𝑉, montre que le champ électrique est orienté vers les potentiels décroissants. On suppose ,𝑉-1.>,𝑉-2.:
	𝑑𝑉=,𝑉-2.−,𝑉-1.=,𝑔𝑟𝑎𝑑 .𝑉.,,𝑀-1.,𝑀-2..=−,𝐸..,,𝑀-1.,𝑀-2..<0
	(  ,𝐸. 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑑𝑒 𝑚ê𝑚𝑒 𝑠𝑒𝑛𝑠 𝑞𝑢𝑒 ,,𝑀-1.,𝑀-2.. 𝑎𝑣𝑒𝑐 ,𝑉-1.,,𝑀-1..>,𝑉-2.,,𝑀-2... Il pointe donc vers les potentiels décroissants.
	( ,𝐸,𝑀..=,(-2(,(-0.𝑟.,,𝑢-𝑟..
	Par conséquent:
	- Étude des invariances
	La distribution de charge est invariante par rotation autour de tous les axes qui passent par 0, on en déduit que :
	𝐸(𝑀) = 𝐸(𝑟).
	- Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théorème
	Sur la sphère de centre 0 et rayon r, le champ de gravitation prend en tout point la même valeur. On choisit comme surface de Gauss donc la sphère ( de volume V pour appliquer le théorème de Gauss.
	D'après le théorème de Gauss :
	,(- - ,𝐸..,𝑑𝑆. =𝐸.4(,𝑟-2.=,,𝑄-𝑖𝑛𝑡.-,(-0... ( 𝐸=,,𝑄-𝑖𝑛𝑡.-4(,,(-0.𝑟-2..
	- Étude des invariances
	La distribution de charge est invariante par rotation autour de tous les axes qui passent par 0, on en déduit que :
	𝐸(𝑀) = 𝐸(𝑟).
	- Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théorème
	Sur la sphère de centre 0 et rayon r, le champ de gravitation prend en tout point la même valeur. On choisit comme surface de Gauss donc la sphère ( de volume V pour appliquer le théorème de Gauss.
	D'après le théorème de Gauss :
	,(- - ,𝐸..,𝑑𝑆. =𝐸.4(,𝑟-2.=,,𝑄-𝑖𝑛𝑡.-,(-0... ( 𝐸=,,𝑄-𝑖𝑛𝑡.-4(,,(-0.𝑟-2..
	- Étude des invariances
	- Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théorème
	On construit la surface de Gauss en réunissant une portion (1 de (’ d'aire S, autour du point M, avec la surface (2, d'aire S, autour du point M’ symétrique de M par rapport à la distribution de charges, car le champ électrique est le symétrique du c...
	On applique le théorème de Gauss :
	Un condensateur plan chargé à Q crée :
	- A l’intérieur des armatures, un champ électrique uniforme ,𝐸.=,𝜎-,𝜀-0.. ,,𝑛.-𝑄→−𝑄.
	- A l’extérieur des armatures un champ nul.
	( ,𝐵.=,,𝜇-0.𝐼-2( 𝑟 .,,𝑢-(..
	( ,,𝑩.-𝒊𝒏𝒕. = ,𝝁-𝟎.𝒏𝑰 ,,𝒖-𝒛..

	a) À l’aide d’un bilan d’énergie électromagnétique, retrouvez l’équation de Poynting : ,𝜕,𝑢-𝑒𝑚.-𝜕𝑡.+𝑑𝑖𝑣,,(..+,𝑗..,𝐸.=0
	a) À l’aide d’un bilan d’énergie électromagnétique, retrouvez l’équation de Poynting : ,𝜕,𝑢-𝑒𝑚.-𝜕𝑡.+𝑑𝑖𝑣,,(..+,𝑗..,𝐸.=0
	L'énergie contenue dans V varie pendant la durée dt d'une quantité : ,𝑈-𝑒𝑚.,𝑡+𝑑𝑡.−,𝑈-𝑒𝑚.,𝑡.=−,𝑃-𝑟𝑎𝑦. 𝑑𝑡− ,𝑃-𝑝𝑜𝑟𝑡. 𝑑𝑡
	Cette énergie varie, car une partie a été rayonnée pendant la durée dt et une autre, a été cédée aux porteurs de charge. Le signe «-» traduit le fait que l’énergie est cédée (perdue) par le système.
	Soit :
	( ,𝑉- -,∂,u-em.-∂t.dt d(.=−,𝑉- -𝑑𝑖𝑣(,(.) 𝑑( 𝑑𝑡.−,𝑉- -,𝑗..,𝐸. 𝑑( 𝑑𝑡.
	(,𝑉- -,,𝜕,𝑢-𝑒𝑚.-𝜕𝑡.+𝑑𝑖𝑣,,(..+,𝑗..,𝐸. .𝑑( 𝑑𝑡=0. 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑉.
	( ,𝜕,𝑢-𝑒𝑚.-𝜕𝑡.+𝑑𝑖𝑣,,(..+,𝑗..,𝐸.=0
	𝑀𝐺 :𝑑𝑖𝑣 ,𝐸.=,(-,(-0..  (  𝑀𝑇 : 𝑑𝑖𝑣 ,𝐵.=0 ( 𝑀𝐹 :,𝑟𝑜𝑡. ,𝐸.=−,𝜕,𝐵.-𝜕𝑡.   ( 𝑀𝐴 : ,𝑟𝑜𝑡. ,𝐵.=,(-0.,𝑗.+,(-0.,(-0.,𝜕,𝐸.-𝜕𝑡.
	On exprime alors le vecteur ,𝑗., que l'on multiplie scalairement par ,𝐸. :
	,𝑗.=,1-,(-0..,𝑟𝑜𝑡. ,𝐵.−,(-0.,𝜕,𝐸.-𝜕𝑡. ( ,𝑗..,𝐸.=−,(-0.,𝜕,𝐸.-𝜕𝑡..,𝐸.+,1-,(-0..,,𝑟𝑜𝑡. ,𝐵...,𝐸.
	Or : 𝑑𝑖𝑣,,𝐸.∧,𝐵..=,𝑟𝑜𝑡. ,𝐸. .,𝐵.−,𝐸. . ,𝑟𝑜𝑡. ,𝐵.  ( ,𝑗..,𝐸.=−,(-0.,𝜕,𝐸.-𝜕𝑡..,𝐸.+,1-,(-0..,−𝑑𝑖𝑣,,𝐸.∧,𝐵..+,𝑟𝑜𝑡. ,𝐸. .,𝐵..
	( ,𝑗..,𝐸.=−,(-0.,𝜕,𝐸.-𝜕𝑡..,𝐸.+,1-,(-0..,−𝑑𝑖𝑣,,𝐸.∧,𝐵..+−,𝜕,𝐵.-𝜕𝑡. .,𝐵..
	( ,𝑗..,𝐸.=−,𝜕-𝜕𝑡.,,,(-0.,𝐸-2.-2.+,,𝐵-2.-2,(-0...−,1-,(-0..𝑑𝑖𝑣,,𝐸.∧,𝐵..
	Or :  ,𝑗..,𝐸.=−,∂,u-em.-∂t.−𝑑𝑖𝑣,,(..
	Par identification on obtient la jauge de Poynting :
	- Densité d’énergie électromagnétique : ,𝑢-𝑒𝑚.=,,(-0.,𝐸-2.-2.+,,𝐵-2.-2,(-0..

