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EM3 — Exemples de champs électrostatiques
A — Travaux dirigés

EM31 — Faisceau de particules chargées a symétrie cylindrique
1°)
a) Le probléme est a symétrie cylindrique d’ott : E = E(r)u,
Donc, on applique le théoreme de Gauss a un cylindre de rayon r d’axe Oz et de hauteur

h tel que :
ant = Qint —
E2mrh=—— =F =
$=E.2mr & 2megrh T
Sir<R: th—pm‘zh:E(r<R)—Z§F
2
2 Pt
Sir>R: th—pﬂRh:)E(r>R)— 5o Ur
0

b) Sir <R: Quue = pdr=[] p,(1+% )rdrdedz
Q jr< +r3>d 27h =2 h<r2+r4>
Qe =P r+—|dr«2zh =2xp —
it o | R? 0"\ 2 ' 4R2

2

R R r
EtSir>R: Qi = f pdr = f o <1 +R2>rdrd0dz
0 0

R 7,.3 RZ R4
&0 =pj <r+ )dr*thzZﬂph<—+—>
int 0 0 R2 0 2 4R?2

3 R? _|
:>E(r>R)— pogrur

2°) Le conducteur filiforme est le cas limite précédent o R = 0 d'ou la conservation de
la charge s'écrit :
Ah = poﬂth:)%: Py R? S E@) =—= u,

272'807'

3°) En appliquant le théoreme de Gauss:
- Si0<r<Rl: E(r)=0
. LB _ Po R?\ _,
; 81R1<r<R2.E(r)—280( )ur

r

- Sir>R,: E(r) = zzor'(R% — R3).u,
0

4°) Cette fois: p,7 (R — R?)h = o27Rh = p,(R3 —R?) =20R, =E(r<Rl)=
OetE(r>R1) =0 ﬁu—;
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EM32 — Energie coulombienne de deux noyaux miroirs

1°) La sphere de rayon r a déja été construite, elle porte la charge q(r) = p gm‘3,

'opérateur va amener la charge dq = p 4zr?dr (couronne sphérique concentrique) de
Iinfini a r. Par conséquent : oW, = dq( V(r) — V(oo))

3 2y P 4,
= Mop = 44 p47zgor pRar-ar 3¢, = Wop 3¢, r

Pour obtenir la sphere de rayon R, on inteégre cette expression pour r variant de 0 a R,

il vient :

R

=E = _472,02 rtdr = 4" R—5
noyaw 3¢, 3¢y 5
0

9

4
Or:Q=np ETERB =0 = 16772R6Q2
47  9Q? y R® 3 Q2
X — = —
3¢, 1672R® " 5  47e,5R

= Enoyau =

L’énergie électrostatique de constitution d’un noyau atomique est égale a :
QZ

Enoyan =5 Teor ~

2. On applique le résultat précédent avec Q = Zje ou Zre. On en déduit :

2
3 e 5

By—By = -
. : 54.71'8()R( 2

- Zj)

d’ol

3¢ (z3-2Z}) 3 & A

~ S4mey Bo—By  S54meyBa—B;
Les valeurs de R calculées a partir de I’expression précédente sont données dans le tableau
ci-dessous.

A 17 11912123 ] 25
R(10°Pm) |41 ]36|3,7]37]39

L’énergie électrostatique du noyau 2 est plus forte que celle du noyau 1, ce qui diminue son
énergie de liaison.

3 27" 3x 107 Z?
3. Epe = ¢t en joules et Ep, = ¢ en MeV.
5 4megrcAl/3

5 AmeyrcAl/3

Avec rc = 1,3 x 10715 m, on obtient pour I’oxygene, E, = 16,5 MeV (13% de B;) et pour
I'uranium, E, = 907,7 MeV (52% de B;). L'influence de I’énergie potentielle électrostatique
sur 1’énergie de liaison croit avec le nombre atomique.
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EM33 — Champ dans une cavité sphérique

Cette distribution correspond a la superposition de deux distributions % et % .

91 correspondant & une charge volumique p uniformément répartie dans la sphere de
centre 0; etderayon a, et 9, a une charge volumique —p dans la sphére de centre
0, etde rayon b. Dans la cavité, donc a I'intérieur de ces deux spheres, &, crée le

—

champ E | (M) = 3%0 0\M et 9 le champ }?’2(1v1)=—3'%0 0,M .

. o s L i
Le champ total dans la cavité est donc égala E (M) = 3—80 0,0, .
Il est uniforme dans la cavité.
‘H_________d_
] ;
cavité L\ /,f
N\ %

plan incliné
(champ uniforme)

S N
< DR,
B T e
g R R T
SIS
oo

Les simulations ci-dessus montrent le tracé des lignes de champ et des équipoten-
tielles du systeme de charges, ainsi que les variations du potentiel : le champ est bien
uniforme a I'intérieur de la cavité.
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B — Exercices supplémentaires

EM34 — Distribution volumique entre deux plans

Structure du champ et du potentiel

® les plans P = (M,u,,u;) et Q = (M,ﬁ_\‘,ﬁz) sont des plans de symé-
trie pour les charges, sources du champ électrostatique, donc
E (M) e (PN Q),soit E//ii-.

e La distribution D de charge est invariante par translation suivant i, et
Uy, donc E et V aussi. Les coordonnées du champ ne dépendent pas de
x et y. Le potentiel ne dépend pas x et y. Bilan :

E=E @itV =V().

Le plan z = 0 est un plan de symétrie.

T E(M)
M
z=0 plan de symétrie

lM’
E(M')

Le champ en M’ est le symétrique du champ en M par rapport au plan
z=0, dou:

-

E (M) =sym(E (M)) = —E ()i, et V(M) = V(M)

Soit un point M appartenant au plan z =0. Les plans (M,uy,u;),
(M ,iy,i;) et (M,iiy,iiy) sont des plans de symétrie, donc E (M) appar-
tient & leur intersection, donc E = 0 pour z = 0.

1. Premiére méthode : Utilisation du théoréme de Gauss
Calcul du champ avec le théoréme de Gauss :

z

A surface S
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On considére un point M dans la région z > 0. La surface de Gauss est un
cylindre passant par M représenté sur la figure ci-dessus. Le théoréeme de
Gauss s'écrit :

- — : - — - — - —
#E * dSexr — ngt — ffE . dSlexI+ff E- dS2exr+ff E ‘dS3exr
0
z b 23

p}

Le flux a travers la surface latérale X3 est nul car le champ est orthogonal
au vecteur élément de surface orienté vers l'extérieur. On a donc :

#E?’s =[fE(z)ﬁz-dsaz+ff (—E (2)) i, - dS (i)
E 21 22

On a donc : #E-KSW =2E(2)S.

S
Il y a plusieurs cas pour calculer la charge intérieure :

a a
® Siz> —, Qin=paS,onadonc £ = P
2 229

. Sioszsc—l, Qint = p2z5, on adonc E = =

2 €0

On en déduit le champ dans la région z < O par symétrie :
a a
e Siz< ——, alors E = _pa
2 £0

On a donc : #E-d—gw =2E(2)S.
S

Il y a plusieurs cas pour calculer la charge intérieure :
a a

® Siz> =, Qin=paS,onadonc E = L
2 20

. Singgg, Qim:p2zS,onadoncE:%
2 €0

On en déduit le champ dans la région z < 0 par symétrie :

) a a
e Siz< —5 alors E:—zp?
0
. a 1zl pz
e Si—— <z<0,alors E = _p_:,o_
2 g0 €0
FE
N
pra
2€q0
_a
2 ~
i a i
H ¥ z

Si 'épaisseur a tend vers 0, on peut considérer la distribution comme sur-
facique. On peut définir une densité surfacique de charges o.

¢ Distribution surfacique : on considére une charge située en z = 0 et de
surface S. La charge est QO = oS§.

e Distribution volumique : on considére une charge située dans un volume
de surface S et de hauteur a. La charge est O = pSa.
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Les deux charges doivent étre égales. On a donc :

o= pa

On retrouve bien le champ créé par un plan infini avec un discontinuité en
z=0.

Calcul du potentiel :

La distribution est infinie. On ne peut pas choisir : V (o0) = 0. On choisit
d'aprés 'énoncé V (0) = 0.

Comme la distribution est volumique, le potentiel est continu en tout
point de l'espace.

On a vu que le potentiel est une fonction paire de z. Il suffit de le calculer
dans la région z = 0.

On utilise la relation : dV = —E - Ef pour calculer le potentiel.
On considére un déplacement quelconque du point M :

— = = "

dl = dxu, +dyuy +dzu;
On a donc :

—

dV = —E - dl = —E (2) il - (dxilx + dyiiy + dzii;) = —E (z) dz

2
e §§0<z< C—l, alorsdV = —Edz. On intégre entre O et z : V = _oh
2 €0 20

puisque V (0) = 0. Le potentiel vaut en z = % :

2
@

e Siz>

|

a a
, alors dV = —'O—dz. On intégre entre — et z :
26() 2

2
pa pa a)
v (-2 - ¢
( 850) 200 (Z’ 2

2
. pa pa a
Dou: V=(-2L ——( ——)
ot ( 850) 2eg o B

On en déduit le graphe représentant V en fonction de z :
|4

N

a
2 2

v
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2. Deuxiéme méthode : Equation de Maxwell-Gauss

On a vu que le champ électrique ne dépend que de z.
'équation de Maxwell-Gauss est :

a
ox
. p - = | & |Ex 3E, dE
divE=—=V-E=|— |E, =——=—
€0 Iy | g az dz
8 <
0z
a a - dE
e Sj ——\z\—:divE:—:ﬁ,doncEzﬁ—i—cte.Onavuque
2 2 dz &0 €0
. P
E =0 pour z =0. Soit £ = —.
€0
: a . = dE _—
e Siz> 2 :divE = W 0 (localement il n'y a pas de charge), donc
Z
E = cte. Le champ est continu pour z = % puisqu’on a une distribution
volumique, donc E = ﬂ.
20

a -~ dE
e §jzK ~3 : divE = e =0, donc E = cte. Le champ est continu
Z

a pa
ourz = ——, donc £ = ——.
pourz = -3 %0

On retrouve les mémes résultats qu'avec la méthode 1.

3. Troisigme méthode : Equation de Poisson
'équation de Poisson est :

3 B

ox 0x

P . d 3

AV:——:(V-V)V: Z Sy

€0 dy dy

3 3

0z dz

Soit :

AV =P _ 82+82+82 V_a2v+a2v+a2v
T eo \9x2 o ay?  9z2) ax? o ay? o az2

On a vu que le champ et le potentiel sont nuls pour z = 0. Comme le poten-
tiel ne dépend que de z, Uéquation de Poisson s'écrit :
i p

dz2 &
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2
Vv Vv
* Si —Egzgg d—:—ﬁ, donc d—:—L+A et
j) 2 dz? £0 dz €02
V= —ZLZ2 + Az+ B. Le champ électrostatique est
€0
" av . dv
E:—gr_aaV:——uZ.Ona:E:——:%—A.
dz dz <o
OrV =0etE=0pourz=0.0nadonc:A =0 et B=0.0n obtient
finalement : £ = pz
€0
. a sz / / /
. S1z>§ :F=O. Onadonc V=Az+ B et E=—A". Le champ
Z
a a
et le potentiel sont continus pour z = X On a donc A" = o et
€0
2 2 2 2
pa / (a) i s y3i pa pa pa
—— =A(= B’, d'ot B" = — = .
860 2 i 86() = 46() 85()
a’v
o Gj zg—g :——=0.0nadonc V=A"z4+B" et E=—-A". Le
2 " d?
champ et le potentiel sont continus pour z = —%. OnadoncA” = 24
€0
et _&2 — AN’ (_g) +BH, dlou BH — _paz + pa2 _ pa2-
860 2 860 460 850

On retrouve les mémes résultats qu'avec la méthode 1.
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EM35 — Champ créé par une boule

1. La densité volumique de charges est uniforme, la charge totale vaut

4 .3
donc: Q = pgwR .

2. Calcul du champ électrostatique en trois étapes :

e lesplans P = (M, u,, up) et Q = (M, i, ﬁ@) sont des plans de symé-

trie pour les charges, sources du champ, donc E (M) e (PN Q), soit

E//ii,.

e La distribution D de charges est invariante par rotations d’'angle & et ¢,

donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de 6 et ¢. Bilan :

E=E(@)i,

e Théoreme de Gauss appliqué a la surface fermée (X) : sphére passant par

M et de rayon r.

R Qinl - - )
#E-dSm = 6 :#E(r)u,--db’ur = E (r)4nr
0

b %
Ily a deux cas :
Si M est a U'extérieur de la sphére (r > R) :

4 3 " pR’
dg = pdr, donc Qi = p=mR” = Q.0nadonc: E =
3 350!‘2
Si M est a l'intérieur de la sphére (r < R) :
4
Qint = pger, donc
E= riy
| _ 0
Le champ est maximal pour r = R et vaut : Epx = —:
4megR

Interprétation physique :

—

Ur

g .

= —7=U
47T€[)I’2 ’

Si r > R, le champ est le méme que celui créé par une charge ponctuelle

Q situé au point O.

Le potentiel et le champ sont continus en tout point de l'espace. C'est nor-

mal car on a une distribution volumique.

Le champ diverge a partir des charges positives. Il est normal aux surfaces
équipotentielles et dirigé dans le sens des potentiels décroissants.
Les surfaces équipotentielles sont des spheres de centre O. Les lignes de
champ sont des droites qui divergent a partir de O si Q > 0. Les lignes de

champ sont des droites qui convergent vers O si Q < 0.

Laurent Pietri ~9~
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1
3. La densité volumique d'énergie électrostatique est u,; = EEQEQ.

Il y a deux cas :

Sir<R:
1 ) : 2 o . r. _
e champ électrostatique est : £ = - Rgrur = Emaxﬁur. On a alors :
0
R
60 7' EOEmax T
W, = max drrd@r sin fd¢ = 2
r=0
_ goE2, AT R®
2 RS
Dol :
C2meRP 0
b= 5 47T€0R2
Sir>R:
, . - 0 . R*
Le champ électrostatique est : £ = p—— U, = Emaxr_zu"' On a alors :
2
£ R?
Wy = ] j 0 (Emax—z) drrdfr sin 0d¢
2 r
co E> dr € E? 1
A —— 4Rt | 5 = s AR = 2me By R
r=R
Dol :

0 \’ .,
Wr =2 R
2 =0 (47T€0R2)

. 03 1 1 0% 6
Bilan : W = Wy 4+ W» — LA S
fan 1+ Wo= 2\ 30 T 8) T meor a0’ OV

Q° 3
meoR 20
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EM36 - Recherche d’une distribution de charges

1) Une exponentielle, ainsi que son argument,

sont des grandeurs sans dimension.
a est donc une longueur.

charge

On sait par ailleurs que est homogene

€, X distance
a un potentiel. Q est donc une charge électrique.

2) E=- grad V ; en coordonnées sphériques, on en
déduit E = E(r) E; , avec :

E(r)=—d—v= 0 (1 +l)e—; :

dr 4mgyr\r a

3) Le flux de E 2 travers la sphere de rayon r est
donc :
Y

@(r)=4nr? E(r) = —(1 +i)e7 .
&\ a

D’apres le théoreme de Gauss, Q(r) = £, @ (r) , si Q(r)
est la charge contenue dans la sphere de rayon r.

r

On en déduit Q(r) = Q[l +1)e7 .
a

* Q(0) = Q : il y a donc une charge ponctuelle Q a
I’origine des coordonnées.

* 0 — 0 pour r — oo : la charge totale est donc nulle.
¢ Chaque pellicule sphérique d’épaisseur dr a une
charge dQ = p(r) 4 T r?dr, si p(r) est la densité
volumique de charge. On peut donc calculer p(r)
pour r>0:

dQ :
— 5 soit pr)=-—
dnr® dr =y

p(r)=

Laurent Pietri
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EM37 — Distribution volumique entre deux spheres concentriques

1. L'équation de Maxwell-Gauss s'écrit : div E=L,
€0

Comme E = a (r — Ry) ii,, alors :

dE, E, s —R

divf? =

dr r r £0

2aR R
On en déduit:p:Eo(a+2a—L),soit:p=a50(3—271)
F

2. On connait la charge totale g. On peut U'exprimer en fonction de a en uti-
lisant p.

R

2
2 R, )
Hidr— p(r)47rr dr = aso |3 —2— |4nr-dr
r
distribution r=R) R, r=R,
On a alors : g = 4meoa [r —i I ]R = 4mepa (Rg’ — R1R2 - R} + Rf’)

q
4meoR3 (Ry — Ry)

Finalement, ona: a =

3.

* Les plans P = (M,ii,,iig) et Q = (M,ii,,iis) sont des plans de symé-
trie des sources du champ, donc E (M) € (PN Q), soit E//ﬁr.

® |a distribution D de charges est invariante par rotation d'angle 6 et ¢,
donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de # et ¢. Bilan :
E = E(r) il

® On applique le théoréme de Gauss a une sphére de centre O et de rayon

rs’écrit:ffé‘ﬁe.w:ffE(l’)ﬁr'dSar=E(r)47ﬂ”2=%.
€0
S &

Sir < Ry, Qi =0, donc E=0.
Si r= Ry, Qint =¢q-. Tout se passe comme si on avait une charge ponc-

tuelle. Le champ vaut alors :

— q -
= u
4regr? "
E,
N
|
|
!
I ~,
R, Ro r
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EM38 - Champ dans une cavité cylindrique

a) La distribution D est la superposition de la distribution D; et de la dis-
tribution D».

Distribution D : Cylindre infini de densité volumique de charges p avec une
cavité cylindrique infinie.

Distribution D, : Cylindre illimité d'axe O,z de rayon R; de densité volu-
mique de charges p.

Distribution D, : Cylindre illimité d'axe O,z de rayon R; de densité volu-

mique de charges —p.

b) Calcul du champ électrostatique créé par un cylindre infini de rayon R
uniformément chargé en volume. On appelle p la densité volumique de
charges.

|
N
El______
r"-_.__.___.-'i.:lﬁ’z
AN N
{ Uy
I‘_._——-—,_ 2
¢ _;-3
/--\22
|
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Calcul du champ électrostatique en trois étapes :

® lesplans P = (M, u,, itg) et Q = (M, u,, u,) sont des plans de symé-
trie pour les charges, sources du champ, donc E (M) e (PN Q), soit
E/ /i,

e La distribution D de charges est invariante par rotation d'angle 6 et par

translation suivant u,, donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas
de O et z. Bilan :

E=E@)i,

e Théoréme de Gauss appliqué a la surface fermée (X) : cylindre de hau-
teur h passant par M et de rayon r.

Le flux du champ électrostatique a travers X et X, est nul car les vecteurs
éléments de surface sont orthogonaux au champ électrostatique.

. = O 5 =5 Fa ox [Fa =5
#E-ngﬂ: :[[E-dS+[fE-dS+f[E-dS
oy
° % Y 2

z

. 5> —>
Dol : #E ~dSext = E(r)2nrh
=
D'aprés l'exercice, le point M se situe a lintérieur de la cavité. On a donc
r < R, soit Qi = pwrzh.
Le champ électrostatique est donc :

- pi" -
E=—u
26() '

Pour chaque cylindre, on a une origine différente pour les coordonnées cylin-
driques.

c) Pour le cylindre de centre Oy, on définit H; le projeté orthogonal de M

[ 4 H =
sur 'axe Oyz.0na: H{M =ry u,1, donc :

Pour le cylindre de centre O, on définit de méme H, le projeté orthogonal
de M sur laxe O;z. Il suffit de remplacer H| par H; et p par —p, soit :

Er=——"HM
2e0
- — — p
DOHC : E == El + E2 = _H1H2
280
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EM39 — Etude d'un champ électrique & distribution cylindrique

La surface définie par r = r( est un cylindre ; la définition du champ est 7
donc différente selon que 'on se place a I'intérieur ou a I'extérieur du !
cylindre.

a) En tout point le champ est radial, les lignes de champ sont donc des
demi-droites orthogonales a 'axe Oz (Fig. 17). A l'intérieur du cylindre
défini ci-dessus, le champ croit linéairement avec la distance a I'axe, puis
il décroit de fagon hyperbolique.

b) Le calcul de la divergence du champ doit tre mené en coordonnées
cylindriques a 'aide du formulaire dans lequel on ne retient que le terme

1 9(rE))
= , les autres étant nuls. .

r or

\ /

> E
Pour r <r,, |div(E)=2 r_o constante.
0

En revanche, si r > ry | div(E)=0 |. Ainsi, le fait de rencontrer un champ radial dont la valeur varie avec r

n’entraine pas nécessairement l'existence d’une divergence : si la variation est en 1/r la divergence s’annule.

¢) Une des méthodes consiste a compléter la surface pour obtenir une surface fermée. On peut donc adjoindre
deux disques orthogonaux a I'axe Oz servant a fermer le cylindre (couvercles). Le flux a travers ces disques est nul
car le champ est radial et la normale colinéaire a Oz ; le flux cherché s’identifie donc au flux sortant de cette surface
fermée, c’est aussi I'intégrale de volume de la divergence. Si le rayon de X est inférieur a r, cette intégrale vaut

E
2 r_o nr2h ; mais si le rayon r excede ry, il ne faut intégrer que sur la portion pour laquelle la divergence n’est pas
0
E
nulle, c’est-a-dire le cylindre de rayon r(,. L’intégrale est alors 2 r—o nr3h=2Eqnrgh.
0

L’autre méthode consiste en un calcul direct du flux. En tout point de la surface, le champ est colinéaire a I'élément

dS etd’autre part lavaleur E(r) est constante sur la surface du cylindre. On déduit : ® = E(r )ﬂ' dS=2nrhE(r).
>

En remplagant E(r) par sa valeur dans chaque domaine, on retrouve les expressions précédentes.

d) Cet exercice vise bien entendu a une familiarisation avec I'utilisation du théoréme d’Ostrogradski ; mais il appa-
rait que cette situation n’est pas sans signification physique : la divergence renseigne sur I’existence d'une densité

volumique de charge en vertu de I'équation de Maxwell-Gauss : | p = g, div E |. La configuration étudiée est celle
d’une distribution uniforme des charges dans un cylindre.

e) En utilisant une nouvelle fois le formulaire en coordonnées cylindriques, il apparait que le rotationnel de ce champ
radial est nul en tout point (il ne fait intervenir que des dérivées de E, par rapport aux coordonnées 6 et z).
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