Cours : Electromagnétisme

IIT ~ Exemples de champs électrostatiques

EM3 — Exemples de champs électrostatiques

5.2.2 Exemples de champs électrostatiques

Physique : PC

Plan infini uniformément chargé en surface.

Etablir T'expression du champ créé par un plan
infini uniformément chargé en surface.

Partie qui sort souvent aux
oraux des concours.

Condensateur plan. Capacité.
Densité volumique d’énergie électrostatique.

Etablir DPexpression du champ créé par un
condensateur plan.

Déterminer l'expression de la capacité d’un
condensateur plan.

Citer 'ordre de grandeur du champ disruptif dans
lair.

Déterminer l'expression de la densité volumique
du

condensateur plan a partir de celle de I’énergie du

d’énergie  électrostatique dans le cas

condensateur.

Le théoréeme de Gauss mal

appliqué
sanctionné au concours.

est fortement

Energie de constitution d'un noyau atomique
modélisé par une boule uniformément chargée.

Exprimer 1’énergie de constitution d’'un noyau en
construisant le noyau par adjonction progressive de
charges apportées de l'infini.

5.2.3 Analogies avec le champ gravitationnel

Analogies entre champ électrostatique et
champ gravitationnel.

Utiliser les analogies entre les forces électrostatique
et gravitationnelle pour déterminer l'expression de

champs gravitationnels.

11 faut
Pappliquer

autant savoir

que celui sur

I’électrostatique.

I — Méthodes de calcul du champ E

[-1) Les différentes méthodes

Les méthodes de calcul de champ a notre programme sont les

suivantes :

- Calcul direct : on effectue le calcul du champ et du potentiel a

partir de la loi de Coulomb. Utile des distributions discretes.

- Théoreme de Gauss :

si I’étude des symétries nous permet de

connaitre a priori la direction E et de quelle(s) variable(s) il

dépend, un choix judicieux d’une surface fermée a travers

laquelle on peut facilement exprimer le flux de E nous permettra

d’utiliser le théoreme de Gauss pour déterminer E. On en

déduira V.

- Résolution de I’équation de Maxwell-Gauss : si nous connaissons

I’expression de la divergence ; la résolution directe de I’équation

de Maxwell-Gauss, divE = £ peut se révéler dans certains cas
20

la méthode la plus simple.
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- Résolution de 1’équation de Poisson : quand ce sera nécessaire,

I’expression du laplacien scalaire sera fournie et ’on obtiendra
q
V puis E.

[-2) Etude des symétries et invariances

- Dans tous les cas, 1’étude préalable des invariances et des
symétries de la distribution et de leurs conséquences sur le
champ et le potentiel est indispensable. Elle nous permet de

connaitre la direction E et de quelle(s)variable(s) il dépend.

- La surface de Gauss est choisie pour que le calcul du flux a
travers elle soit immédiat. On choisira donc une surface
composée de surfaces ou bien tangentes au champ ou bien
perpendiculaires au champ et telles que le champ électrostatique
soit uniforme sur ces surfaces. Ainsi on aura :

Soit ¢ = 0,s0it ¢ = +ES

- La surface de Gauss, et les plans de symétrie ou d’antisymeétrie

doivent contenir le point ou on cherche a calculer le champ.

(On ne prendra pas de points particuliers pour calculer

le champ)
[-3) Exemple : Distribution cylindrique 112
a) Fil infini | i
La distribution de charges, source du champ ) el g
électrostatique est un fil infini chargé uniformé- . %
ment. On note A la densité linéique de charge. Bt r e
X

l

©o

e Choix d'un repérage adapté
Ici le repérage cylindrique est le mieux adapté a la situation.

Les coordonnées cylindriques d'un point M de 1'espace sont (r,0,z)

Laurent Pietri ~2~ Lycée Joffre - Montpellier



Cours : Electromagnétisme IIT ~ Exemples de champs électrostatiques Physique : PC

e Etude des symétries et des antisymétries
Les plans (M, u,,ug)et (M,u,,u,) sont des plans de symétrie pour
la distribution de charges, donc le champ électrique en M s'écrit :
E(M) = E(r,0,2) %/

e Etude des invariances

La distribution est invariante par rotation autour de l'axe (Oz)
et translation selon (Oz), donc le champ électrique ne dépend que
de r en valeur :
E(M) = E(r) %,

De méme le potentiel V ne dépend que de r, V. (M) =V (r).

e (Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théoreme

dSL_t“:‘ A //4 2itran

E1at

!

On construit la surface de Gauss en limitant le cylindre d'axe

(Oz) a un trongon de hauteur h, sa surface latérale 2, réunie avec
les deux surfaces transversales 24,.,,, qui sont les disques de rayon r
d'axe (Oz) constituent une surface fermée, qui convient comme
surface de Gauss X, Le flux de E sortant des surface transversales
est nul puisque leur normale est selon u,; et le champ est partout

radial.
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Physique : PC

Le théoreme de Gauss meéene a :

w- ]

lat 2‘tran

E(O)C. dS T + f j E(0). dS 1L

Qint _ Ah

L

#E
2
#E
)

.d_s’=ﬂ E(D)u,.dSw, = E(r).2zrh =
2

<EWM) =

u,
2reyr |

e (Calcul du potentiel électrostatique

lat 0

&

On calcule le potentiel électrostatique V(r) en intégrant :

dV = —Edr =V(r) = — In(r) + K
TTEYT
K est la constante d'intégration. Finalement :
A r
V(r) =— In (—) avecV(ry) =0
2rggr \1

Le potentiel n'est pas défini enr = 0 ni en r — .

b) Cylindre infini chargé volumiquement

Cas olir>a

La symétrie étant la méme on se retrouve avec :

E(r).2zrh = Qint
€0
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Or:

)
sir<a: th—ﬂj p,dr= p,ar*h
< VGauss
SlT'>a th—jﬂ dr—ﬂj p,dr = p,ma*h
VGauss VDlStTl
Par consequent:
( mrh
P 7Ir Pl —,
E(r<a)==2—
< (T a) 2nrh &p ur 280 2e0 T
2
S p,math . p,a®
E(r>a)=———u, =
\ (r a) 272Th &0 r 26‘07’ Ur

On remarque que le champ est a la fois défini dans tout 1’espace mais

aussi continu.

c) Cylindre infini chargé surfaciquement

La symétrie étant la méme on se retrouve avec :

E(r). 2 = 2int
€0
{ sir<a:Qiu:=0
sir>a:sir>a:Qu = Q= o02nmah
Par conséquent:
Er<a)=0
R Qo _, o2mah_, ou _
E(r>a)= Uy =——U =— U
( ) 2rggr | 2mEyr | &T

Comme prévu le champ n’est pas défini sur la distribution, mais on
observe une discontinuité :

E@h -E(@) =~
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II - Champ électrostatique créé par un plan chargé

[1-1) Distribution volumique

a) Théoreme de Gauss

- Choix d'un repérage adapté
Ici le repérage cartésien est le mieux adapté. Les coordonnées

cartésiennes d'un point M de l'espace sont (x,y,z)

- Etude des symétries et des antisymétries
Tous les plans contenant la droite (M,u,) sont des plans de

symétrie de la distribution de charge, donc le champ électrique en
M est dirigé selon u, et s'écrit : E(M) = E(M)u,

- Etude des invariances
La distribution de charges est invariante par toute translation

selon (Ox) et selon (Oy), donc la valeur du champ électrique ne
dépend que de z : E(M) = E (z2)u,

- Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théoreme

On construit la surface de Gauss en réunissant une portion X1 de ¥’
d'aire S, autour du point M, avec la surface 22, d'aire S, autour du point
M’ symétrique de M par rapport a la distribution de charges, car le champ

électrique est le symétrique du champ en M, et on ferme la surface par la
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surface latérale.

Le flux du champ électrique a travers X est nul, car le champ
électrique est perpendiculaire a la normale a la surface en tout point.
On applique le théoreme de Gauss :

#E:E: Qint
@ﬂz

E(z)u,.dS u, + ﬂz E(z)u,.dS u, + ﬂ E(—2)u,.dS(—u,)

lat

_ ant
€0
& 2E(2)S, = Qine
€0
- pe.
Si |z] > : Qint = peSo = E(2) = o sign(z)u,
€o
pZ
Si |Z| < ant p(ZZ)SO — E(Z) - 8_ uz
0
AE
E _____ I
2¢g, :
2 | K:
l 0o e -
2
v ] i
I 280
b) Equation de Maxwell-Gauss
Soit :
- 0E, O0E, OE
divE=r o X422 F

€0 dx dy 0z g
Vu les symétries et invariances du probleme :
0E e _ _
_Z:()Sl|Z|>— EZ>e/2—AetEZ<_£—C
0z 2 = pZ i e
JE, p e E=—+BSi|Z|<E

=—y5si|z| <=z
0z g 1zl 2 €0
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Le plan (xOy) étant un plan de symétrie :

B(») = -E(-2= {7 °.

La distribution étant volumique le champ E est continu d’ou

e pe_
enz=z-: e
p, e
(=)=
80( 2)
pe . —s
Si |z| > —: E(z) =— sign(z)u,
2’ 2¢,
= 0z
Sl|Z|<— E(z)——u
2 &

[1-2) Distribution surfacique
a) Calcul du champ
La distribution de charges source du champ électrostatique est
le plan (0,x,y) chargé uniformément avec une densité surfacique de

charges o©.

Les symétries et invariances restent inchangées, on applique le

théoreme de Gauss :

. oS
# .dS = Q‘“t < 2E(2)S, = 8—0
z

0

-~ O
E — G —>
e 2en sign(z) u,

On peut retrouver ce résultat a partir du calcul précédent :

Qint,surfacique = 05y et Qint,volumique = pes,
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—oc=pesie—0
Donc :

E(z) = Slgn(z)uz devient :
€0

-~ O
E= > —sign(z)u, sie -0
€0

b) Calcul du potentiel

Onak = —grad Ve —Slgn(z) = —Z—IZ/
c
V(z<0)=—2z+ A
280
= G
Viz>0)=——z+A"
2€9
La continuité de V en z=0 imposte A’=A"=0
D’ou :
G
V(z<0)=—2z
280
o)
Viz>0)=———z
2&9
c) Discontinuité de E
= E
28
-Z
28y

On constate que le champ électrique est discontinu au passage

de la surface chargée :

E(") —EF(07) =~
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Cette propriété établie pour un plan chargé est valable pour

toute surface chargée.

\

A la traversée d’une distribution surfacique on a :

- - G ___,
E(MY)—EM™) = g—n_ "
0
— Continuité de la composante tangentielle de E et

4

discontinuité de la composante normale

[1-3) Le condensateur plan

a) Champ électrique

-
™

et

N

+

U |

A
\
\
1

l
Q

Q++++++++

777 7777
Les parametres géométriques du condensateur sont sa surface S
et la distance e entre ses armatures. On impose a ses bornes une
différence de potentiel U = V4 - Vp, on note () la charge portée par
I'armature A.
Pour faire cette étude, on modélise le condensateur comme un

ensemble de deux plans A et B distants de e et portant

respectivement les densités surfaciques de charges o= %pour A et -

o pour B. Cette modélisation revient a négliger les effets de bord.
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- Symétries et invariances :

Les plans 17 (O,u_x), u_y))et I7'(0,uy,u,) sont plans de symétrie
pour la distribution de charge du condensateur d'extension finie ; si
on néglige les effets de bords. On en déduit qu'en tout point M ou
le champ est défini, le champ est porté par u, :

E(M) = E (x,y,2)Uy
De plus, en considérant les armatures comme des
plans infinis, la distribution de charge est invariante par translation
selon u, et Uy, on en déduit :
E(M) = E (x)uy

- Calcul de E

En dehors des armatures, 1'espace entre les armatures est vide

de charge, 1'équation de Maxwell-Gauss s'écrit :
- - dE
divE=0=—=0
dx
e e

On en déduit que dans chacune des trois zones : x < — s

X <§ et x >§ le champ électrique est uniforme et vaut

<

respectivement : E_, Ey, E.
Pour déterminer E_, Ey, E,, on applique un raisonnement par
superposition, en utilisant les résultats établis sur le plan chargé

uniformément. Ainsi chaque plan A et B, contribue de la fagon

suivante :
=—U, SILX > —— =—U, SLX > —
4 47 26 * 2 5 B 2e, * 2
= ———U. SL X —_— = ——U, Sl X =
A 269 2 5 269 * 2

Laurent Pietri ~ 11~ Lycée Joffre - Montpellier



Cours : Electromagnétisme IIT ~ Exemples de champs électrostatiques Physique : PC

On construit le champ total par superposition :

o _. o _ o _.
— '2—8.5 Ux A “+ E Ux B ¥3 E Ux o Champ créé
- _ par A seul
c _. c _. O .. L.
- e Uy - 5 Uy .- Uy Champ créé
fo & 0 par B seul
e ; e ol
) 0 > _
Champ électrique
— o _. " résultant
E=4—u,
(o) —0

Finalement, on en déduit : E_ = E, =0et E, = gﬁ
0

4 )

Un condensateur plan chargé a ) crée :

- A l'intérieur des armatures, un champ électrique uniforme
= o -

E = g TlQ_,_Q

- A l'extérieur des armatures un champ nul.

o )

b) Le potentiel :

On établit la relation entre la valeur du champ électrique et la

tension U entre ses bornes, en calculant la circulation du champ

électrique d'une armature a l'autre :
B

U=VA—VB=j E.dxu,
A
B
:>U=f —.dx
a4 €o
:,>U:Eoe_
€o

c) Capacité
La capacité C du condensateur plan, qui porte la charges Q

lorsqu'il est soumis a la différence de potentiels U est définie par :

Q
C=y
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Le condensateur plan a une capacité :
C = Q . oS _ 50805
U Ege Ege

EnS
e

En insérant un matériau isolant entre les armatures d'un
condensateur, on augmente sa capacité. Le matériau isolant, nommé
diélectrique, est caractérisé par un coefficient noté g, sans dimension,

appelé permittivité relative.
Eo&rS

e
Quelques valeurs de &;:

Matériau | Paraffine | Porcelaine | Bakélite |Plexiglas | Air (sec)
& 2.9 5406 546 3.3 1

d) Energie du condensateur
On peut identifier 1'énergie contenue par le condensateur en

calculant la puissance recue par le condensateur :

€
I
>
U
«
= Ul —UCdU —d(lCUZ)
pP=Ri=P=00 0 TP =4 \2
L'énergie contenue dans le condensateur est :
1
W, = =CU?
© 2

Cette énergie est contenue dans le condensateur sous la forme

d'énergie électrique, associée au champ électrique qui regne entre les
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armatures. Comme ce champ électrique est uniforme, on déduit de
I'énergie W. la densité volumique u. d'énergie électrique, en fonction
de Eo .

1

143 1

o 2 2 < 2
¢ &1 U Se Se Se e?
or — = Eyd'ou: u, = EEOEOZ
Généralisation : \

La densité volumique d'énergie électrique en un point ou
q
existe un champ électrique E est :

g )

IIT — Champ électrostatique créé par une boule

chargée uniformément
[11-1) Champ et potentiel électrostatique

La distribution de charge envisagée dans cet exemple est une

boule de rayon R, de charge Q homogene, centrée en 0 origine du
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repere.

- Choix d'un repérage adapté

Le repérage sphérique est le mieux adapté a la situation. La
distribution de masse est caractérisée par la charge volumique p(r)
tel que : p(r>R) = 0 et p(r<R)=po.

- Etude des symétries et des antisymétries
Tous les plans qui contiennent 0 et M sont plans de symétrie de

la distribution de masse. On en déduit que :
E(M) =E(r, 6, 2)u,

- Etude des invariances
La distribution de charge est invariante par rotation autour de tous

les axes qui passent par 0, on en déduit que :
E(M) = E(r).

- Choix d'une surface de Gauss et utilisation du théoreme
Sur la sphere de centre 0 et rayon r, le champ de gravitation prend
en tout point la méme valeur. On choisit comme surface de Gauss donc

la sphere X de volume V pour appliquer le théoreme de Gauss.
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Qint(r >R)=0

4 4 r\3
Or . = — 3 — — 3 — —
Qe <B) = pygm =gz Q (%)
§7Z'
= N
E(r >R) = < > Uy
R 4reyr
d'ou < or
E(r<R) = U,
\ (T ) 47T€0R3 Ur

On remarque que la boule vue de I'extérieur est équivalente a
une charge ponctuelle situé au centre.
Or : Ez—gradV: dV = —E dr

( Q
Vir>R) = + A
. 4 regr
d'ou < 0r?
V(r<R)=- + B
\ (T ) 872'80R3
Par convention : A=0 et, on calcule B par continuité de V :
Q QR? 30
= — +B &<B =
4renR 87eyR3 87&yR
( V(ir>a) =
4reyr
Donc A
Vir<a)= ¢ (3 — (1)2)
\ 87reyR R
E(r) V(r)
E(R) V(R),
1,54 1,5
I - 14
0,5. 0,5
4 _
%1 3 3 ar Y0 1 2 3 iR
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[11-2) Energie de constitution du noyau

a) Analyse dimensionnelle

On cherche a exprimer 1’énergie de constitution d’une sphere
uniformément chargée, c’est-a-dire 1’énergie qu’il faut fournir pour
la construire en prenant toutes les charges qui le composent a ’infini.
Cette sphere chargée peut modéliser un noyau atomique.

Cette énergie va dépendre de la charge O, du rayon R et tres

certainement de &. (En lien avec u,)

= Enoyay = QR &§ ol @ = cste

( [E] = ML2T 2
[Q] =IT
Or: < _
— [Q]2 — IZTZL ’ — —17-374742
k[go] = 27 = WL = M~1L73T4]

=S MI2T %2 = gM~€L-cT4c[2cjaTab
:)MLZT_Z — aM_CLb_CT4C+a12C+a

c=-1
b—c=2<b=-1
2c—a=0<a=2
4c +a = —2Veérifiée

Donc:

Par conséquent :

Q2

E =«
Noyau goR
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b) Calcul de Eygyqy

L’énergie de constitution de cette sphere est définie comme le
travail qu’il faut fournir, de maniere quasistatique, pour la construire
en prenant les charges a l'infini.

On va considérer qu’on construit la sphere tres lentement et on
supposera a chaque instant le systeme a 1’équilibre sous 1’action de
I’opérateur qui construit la sphere et de l'interaction électrostatique
avec la portion de sphere déja créée.

La sphere de rayon r a déja été construite, elle porte la charge
q(r) =p %727’3, lopérateur va  amener la charge dqg =
p 4zr?dr (couronne sphérique concentrique) de l'infini & r.

Par conséquent : oW, = dq( V(r) — V(oo))

3 pr?
W, =d —0 | =p4m?dr x—
= op q p47Z'80T p & r 380
4 rrp?
= W, = 3% r4

Pour obtenir la sphere de rayon R, on inteégre cette expression

pour r variant de 0 a R, il vient :

R
4 71 47p* R®
=E =—— | rtdr = —
noyat - 3¢, J rar 3¢y 5
4 9
Or: Q= pinRd =p* =—3—0Q’

47z>< 90?2 ><RS_ 3 Q%
3¢, 1672R®~ 5  4mey5R

= Enoyau =

~

L’énergie électrostatique de constitution d’un noyau atomique

est égale a :

E = 5 Q" 0
noyau = 5 % 4754R -

- /
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La stabilité du noyau peut-elle s’interpréter a partir de cette
énergie 7 Non car elle est positive. Donc 1'état ou les nucléons sont
condensés dans le noyau correspond a un état moins stable que les
nucléons infiniment éloignés puisque son énergie est plus grande. Il
existe une autre interaction qui stabilise les noyaux atomiques, c’est
P’interaction forte.

Application numérique :

On considere un modele de noyau dans lequel la charge
électrique Ze est uniformément répartie dans le volume d’une sphere
de rayon R = RoAg oll Ry = 1,3fm. D’ot1 pour $9Co on obtient :

3 (Ze)?
Enoyau =g X 40 R 4173

= 120 MeV

IV — Champ de gravitation

[V-1) Analogie avec le champ électrostatique

M,
m2 —
Uiz
rlg_.-" FMI—'MZ
My
/u12
m

Deux points matériels M; et Ms de masses m; et mo distants de rio

exercent 'un sur 'autre une force telle que :

F—> _ Gmlmz —_— -
1-2 — 2 Ui = Myg
12

La force d'interaction gravitationnelle entre deux masses et la force
d'interaction électrique entre deux charges ont des expressions
formellement identiques, ce sont deux forces en 1/12.

Par analogie au champ électrique on peut définir un champ de

gravitation :
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Le champ de gravitation g(M), créé en M par une distribution
9
de masse D est reliée a la force F exercée par D sur une masse m

placée en M par :
F = mg(M)

Un raisonnement par analogies permet d'appliquer a la gravitation
les résultats de 1'étude du champ électrique et inversement.

Il est possible de calculer le champ de gravitation créé par une
distribution de masse qui présente de fortes symétries avec le

théoreme de Gauss.

Analogie
Type Electrostatique Gravitationnel
Sources qLetp myetu
F : ﬁ ‘h‘h s Gm1m2
0112 75
Constante : 1 -G
4meg
. ql _ Gm1 -
champ dmegrg, 12 ——3 U2
0112 75
Théoreme de Gauss : - — S =
# E.dSext = Qint /€0 # g.ASext = —4TG My,
S S
Maxwell-Gauss : divE =L div g = —4nuG
€o

[V-2) Théoreme de Gauss de la gravitation

Une fois 1'analogie établie, on 1'exploite pour établir le théoreme de
Gauss gravitationnel : Le flux du champ de gravitation g a travers une
surface fermée S qui délimite un volume V est égal a la masse intérieure

au volume multipliée par la constante -4nG :
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Théoreme de Gauss de la gravitation :

# g). dSext = _47TG Mint
S

- /

[V-3) Champ gravitationnel d’un astre sphérique
On retrouve les mémes propriétés de symétrie que la boule

électriquement chargée volumiquement.

D'apres I’analogie :

(= . Q — R Gm_>
E(r>R)_47Z'6‘0T2uT g(r>R)=—r—2ur
< . Qr _, = . Gmr __|
\E(7‘<R)=47[50R3 u, gr<R)=-— w3 Ur

Vu de l'extérieur le champ gravitationnel est équivalent au
champ créé par une masse ponctuelle de masse m situé au centre de
'astre. (Résultat souvent utilisé en mécanique)

L’énergie de constitution de l’astre sphérique s’écrit, par

analogie :

. 3Gm2<0
9 5 R

A Tinverse, I'énergie de constitution de l'astre sphérique est

négative, et elle peut expliquer la stabilité de 1’astre.
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V — Ecoulement irrotationnel

V-1) Analogie électrostatique

Dans une région vide de charges le champ électrostatique

vérifie :
{r_of E=0
divE =0
Cela rappelle les propriétés d’un écoulement irrotationnel et
incompressible :
{r_of $=20=
divv =10
Electrostatique Ecoulement irrotationnel
et incompressible
Irrotationnel rotE =0 rot5=20=0
Incompressible et zone divE =0 divv =0
absente de sources
Théoreme de Gauss # ( & E))IS: = Qi # 5.dS = D,

z _ b

Champ &E v

Sources Qint D,

Potentiel E=—gradVv % = grad ¢
Equation de Laplace AV =0 Ap=0
Symétries Les propriétés de symétrie de E se retrouvent pour ce type
d’écoulement.
- Plan de symétrie des sources : ¥ est dans ce plan.
- Plan d’antisymétrie des sources : ¥ est orthogonal.

V-2) Fil infini

Le probleme du calcul du champ électrostatique créé par un fil
rectiligne infini uniformément chargé avec la densité linéique A est
I’analogue du puits bidimensionnel. Un fin tuyau d’arrosage percé
d’une multitude de petits trous uniformément répartis sur sa surface

donne une bonne image de la source étudiée.
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On a vu que :
A Dvl

—_— -
U =0V =
2meyr 2rr

—_—

%
E = U,

Comme on a introduit une charge linéique dans le cas de
I’électrostatique, on a ici introduit un débit linéique de fluide (Débit
volumique par unité de longueur). C’est ce débit qui émet le fluide
et rend compte de ce type d’écoulement.

On vérifie que le champ des vitesses n’est pas défini en r=0.

AL~ Al
—/R= NN
E(i')=qmE > A == Dy, v
AL Al
S 3 W2
s N\ Z \%‘“
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