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EM2 — Champ électrostatique
A — Travaux dirigés

EM21 — Champ électrostatique entre deux plaques

1. L'équation de Poisson en électrostatique s'écrit :

AV =-L

€0

'équation de Laplace pour l'électrostatique est le cas particulier ou la den-
sité volumique de charges est nulle :

AV =0

On néglige les effets de bord (c’est-a-dire que l'épaisseur d est faible devant
les dimensions des plaques considérées comme infinies). Dans ces conditions
la distribution est invariante par translation suivant u, et z., donc V aussi.
On en déduit que :

V=V

Dans l'espace entre les plaques qui est vide de charge, le potentiel électro-
statique vérifie l'équation de Laplace :

AV =0
2
En coordonnées cartésiennes, on a AV = 2 =0. On a donc :
X
V = Ax + B.
Conditions aux limites
V=V, pourx=0et V=V, pourx =d.
.. |Vi=B s _VQ_VI
On en déduit : V2=Ad+B’smtA_ T
Finalement, on a :
— (V| = V-
y—WM=%,
d
On en déduit le champ électrostatique :
= = Vi— Vo,
E=—gradV = Ux

Le champ est uniforme entre les armatures du condensateur.
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3. Entre les armatures, le potentiel électrostatique vérifie l'équation de
Poisson :

v -
N/ —
dx?2 £0
dav -
Une premiére intégration donne : — = —px + C;.
dx £0
Une deuxiéme intégration donne : V = — + Cix + Cs.
€0

Les conditions aux limites donnent :

Vi=0Cs 5
—od
vo="L Lcd+c
£0 2
Vo — V) pd
Dou Cy = ,
: a2
On obtient :

2
—px Vo—Vi o pd
V = V
20 +( 7 —|—2€0)x—|— 1

Le champ électrostatique est :

o — Vo =V d \ .
E=—gradV = L L Uy
£0 d 2e0
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EM22 — Electrometre
0

1. Chaque sphére porte la charge Q La force €lectrostatique qui s’exerce sur P est donc :

2
F) : Qz/ U 4p. Pour calculer sa norme, on développe :
dmey AP2 AT pp
AP = AQ® + OP? +240- 0P = 25 — 2b% cos @ = 4b” sin’ (g) ,
1 0? . , P
donc F = . Elle est dirigé de A vers P, ¢’est une force répulsive.

4ney 16h?sin* (%)

2. Le point P étant en rotation autour de 1’axe fixe A, horizontal et passant par O, on étudie
son mouvement i 1'aide du théoréme du moment cinétique par rapport & A. Le point est
soumis 2 la force électrostatique, A son poids et A la tension du fil. A 1’équilibre la somme des
moments par rapport a I’axe A des forces s’exercant sur le point P est nul.

» La droite d’action de la tension passe par O donc son moment par rapport a A est nul.

* Le poids a tendance a faire diminuer I’angle @ et le bras de levier est bsin ¢, le moment du

poids par rapport 4 A est :
AA(poids) = —mgbsing.

» La force électrostatique a tendance 2 faire augmenter 1’angle ¢ et le bras de levier est
OH = bcos (%) le moment de la force €lectrostatique par rapport a A est :

MN(F) =+Fbcos (g) )

" 1 Q%cos(%
A I’équilibre : mgbsin @, = Tuns libsm ((2¢_)) En utilisant la formule sin ¢ = 2cos (%) sin (g) \
2
on obtient :
1 2
sin%e = 0

2 4mey 32mgh?”

3. Si on connait @, on peut déterminer Q d’apres la relation précédente.
3 ‘P

4. Q = \[4mey x 32mgb?sin® =, L’ application numérique donne : 0 =4,00 x 10~ C.

5. L’énergie potentielle de pesanteur du point P est : &,(pesanteur) = —mgh cos ¢ + cste.
L’énergie d’interaction électrostatique entre les deux charges est : &),(€lec) = %VA (P) =
1 0’ 1 Q?
—— ————. Autotal : &, = —mghcosQ+ ———5~
47ey Sbsin (3) P SO OT ey 8bsin (2)
6. Les positions d’équilibre éventuelles correspondent a des extrema de 1’énergie potentielle.
La courbe nous montre qu’il existe un minimum entre O et /2, ¢’est donc une position
d’équilibre stable. On détermine la valeur de I’angle en résolvant I’équation éa,_’,(@e) =0,
¢’est-a-dire :
1

0> 5cos(%)

dmey x 8b sin? (%)

mgbsin @ — =0,

ce qui donne bien la méme expression que précédemment (on lit d’ailleurs sur la courbe une
valeur proche de 1, c’est-a-dire proche de 7/3).
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B — Exercices supplémentaires

EM23 — Equation de Poisson

Considérons la surface fermée enveloppant le parallélépipede et appliquons

le théoreme de Gauss.
Le flux sortant du champ & travers cette surface fermée élémentaire est donné par (en
ne faisant apparaitre que les termes « utiles », c’est-a-dire en se limitant aux termes
de méme ordre non nul) :
+dxdy.E (x y,z+dz) +dydz. B (x +dx, ), 2)

+drdz.Ey(ry+dy 2

—dxdy.E;(xy7) —dydz. By (6 ) 2) —dxdz.Ey (v 3, 7).
Cette quantité est égale a la charge élémentaire située a I'intérieur de ce volume :

P i aE.x aE)‘ aEz [P
drxdydz. (.9_0) ,soit dxdy dz (c’)x + i + e o drdydz.
En utilisant la relation £ =—grad V=- (a €y— (%) €y~ (%) ¢, n0us

2y a2y A2
en déduisons 1V +9 5 49 L appelée équation de Poisson.
axt oyt a9k fo
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EM24 — Topographie

1) Le champ électrique tend vers 1’infini On mesure sur le schéma : e, = 6 mm et e,= 11
o mm . Donc E(B)=55V.m™.
(comme 1/r) au voisinage des fils. Les fils coupent le

plan de la figure aux points de convergence (ou de

divergence) des lignes de champ, 1a ot le champ tend <Z
vers I’infini. -

Le plan du schéma est plan de symétrie, ainsi que le \

plan qui contient les trois fils. Le systéme est égale- 0
ment invariant par translation parallelement a la

direction des fils. 4

2) D apres le sens des lignes de champ, le flux de E
a travers un cylindre qui entoure le fil de gauche est

positif. On en conclut, d’apres le théoréme de Gauss, B
que ce fil est chargé positivement. -«

De méme, on voit que le fil du milieu est chargé 2 \
A

d

négativement, et le fil de droite positivement.

3) On considere un parallélépipede dont la base est
constituée par le schéma, et de hauteur (paralléle aux
fils) égale a h . Le flux de E atravers les deux bases
estnul (E est paralléle au schéma) et, d’apres 1’ orien-
tation des lignes de champ aux points considérés, le

5) Les tubes de champ issus d’une des charges
deviennent tres larges au voisinage du point C ;le
champ y est donc tres faible, en comparaison du
champ dans les autres zones.

ﬂl,lx d‘? Ea travers les quatre autres faces est positif. Remarque : 1l existe, prés du point C , un point de
Drapres le théoréme de Gauss, on peut en conclure champ nul ou les trois champs ont une somme nulle.

que la somme des charges situées a 'intérieur du
parallélépipede est positive. La charge totale des fils
est positive.

4) Les deux lignes de champ qui encadrent A (et B)
permettent de définir un tube de champ avec deux
sections rectgngulaires d’aires S, =he, et Sy=he,.
Le flux de E a travers ces deux sections a la méme
valeur. Si les largeurs e, et e, sont prises orthogo-
nales au champ, et si on suppose que le champ est
quasi uniforme sur chaque section :

EA)he,~EB)he,.
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EM25 — Anneau chargé

1. Le plan contenant le point P et I’axe Oz est plan de symetrle de la dlstrlbutlon de charges.
Or ce plan a pour vecteurs directeurs les vecteurs ), et i, donc le champ EenP qui appar-
tient & ce plan n’a pas de composante suivant #g.

2. La distribution de charges est invariante par rotation d’axe Oz donc les composantes de E
sont indépendantes de 6.

3. Une surface fermée au voisinage de I’axe ne contient pas de charges. D’apres le théoreme
de Gauss, le flux a travers cette surface est nul. Le champ £ est a flux conservatif en dehors
des charges.

4. Le flux de E A travers ce cylindre est :

Op =— E.(0,2)wr* + E(r,2)2wrdz 4 E, (0,2 +dz) r?

J0E
= 8_; (0,z)dzmr? + E/(r,7)2mrdz.

A la question précédente, nous avons vu que ce flux est nul. On en déduit, aprés simplification
par rdz :
rdE;

20z
5. Le développement limité de E.(r,z) en fonction de r ne comporte que des termes de puis-

sances paires a cause de I’invariance par rotation autour de I’axe Oz. Donc E;(r,z) — E;(0,z)
est au moins d’ordre deux en r.

E(rnz) = —~222(0,2) = —%E{)(z).

Remarque

Au premier ordre en r, E;(r,z) = E;(0,2) = Eo(z).

6. La circulation de E le long du rectangle est nulle. Elle s’écrit :

6r =E,(r,2)dr+ E,(r+dr,z)dz— E,(r,z+ dz)dr — E;(r,z)dz=0
oE

= a—;(n z)dzdr+ aa—i:z(r, z)drdz.

On en déduit, apres simplification par drdz :

JE; B JdE,
W(’GZ) — a—z(ﬁz)-
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En utilisant I’expression de E,(r,z) établie a la question précédente, on obtient :

3EZ - o
W(M) = _EEO(Z)a

qui s’integre entre O et r en :

2
r "
Edrd) = Eo(o) ~ T Eg(2).
7. SurPaxe : E (M) = E.(0,2) - = Eo(2) i~
Au voisinage de I’axe :
—> r oy ey
e au premier ordreenr : E (M) = _EE(I)(Z) Ur+Ey(2)U;
2
— r e r —

e au deuxieéme ordreenr : E(M) = —EE(’)(z) Uy —+ (Eo(z) — ZES (z)) s,

Les lignes de champ dans un plan contenant I’axe ont I’allure suivante :

axe de
révolution

RN AL

R S

“3};‘3?‘% o symeétrie
s ST

\
N
‘,:.
P
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