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VII — Equations différentielles

I — Solutions d’équations différentielles

x=0=x(t)=b x=a=x({t)=at+b

. X _ t
X +—=0=x(t) = ae /" x+—=;:>x(t)=ae_?+h

~
SR
=
[u=y

¥=0=x(t)=bt+c ¥=a=x(t)==at?+bt+c

¥+ wix=0 i+ wix = wih
x(t) = Acos(wyt) + Bsin(w,t) x(t) = Acos(wyt) + Bsin(wyt) + h
=<{  oux(t) =acos(wot + P) =<{ oux(t) =acos(wet+ @) +h
ou x(t) = A'e/¥ot 4+ Be~I@ot ou x(t) = A'efot 4 Bre=i®ot 4
¥—wix=0 i — wix = wih
x(t) = Ach(wot) + Bsh(wt) x(t) = Ach(wyt) + Bsh(wyt) + h
=< oux(t) = ach(wyt + ¢) =<{ oux(t) =ach(wst+¢)+h
ou x(t) = A'e®ot + B’e~®ot oux(t) = Ae®ot + Be @t + h
5c'+%5c+w§x=0€t%=22 5&+%k+w§x=w§het%=22
x(t) = e M[Acos(wt) + Bsin(wt)] x(t) = e M[Acos(wt) + Bsin(wt)] + h
= ou x(t) = ae™* cos(wt + ¢) = ou x(t) = ae * cos(wt + ¢) + h
oux(t) = e M[Ae/t + B'e @t ou x(t) = e M[Ae/¥t + Bei®t] + |

P+ 2% f i =0et L =22 4+ 2% 4 w2x = w2h et 20 =22
Q ° Q Q )
=x(t) = e M[at + b] =x(t)=e Mat+b]+h
I7) 7 7 I7)
5c'+?05c+w(2,x:03t60=21 5é+60x+w§x:w§het?0:21
x(t) = e M[Ach(wt) + Bsh(wt)] x(t) = e M[Ach(wt) + Bsh(wt)] + h
=1 oux(t) = ae * ch(wt + ¢) =< oux(t) =ae M ch(wt+¢)+h
ou x(t) = e M[A'e®t + B’e~*t] oux(t) = e M[Ae® + Be ] +h

Prenons 'exemple précédent avec une excitation sinusoidale :

w
¥+ 605( + wix = whcos(wt) = x(t) = x,(t) + x,(t) ot x,(t) = C cos(wt)

w
X+ 6055 + wix = wih = x(t) = x,(t) + x,(t) ol x,(t) = h
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IT — L’outil « différentielle »

a) Notations d et &

- Aspects mathématiques
Mathématiquement, si f est une fonction de la variable x, df représente la différentielle de la fonction f.
Si f(x) est une fonction d'une variable, alors on note, ou f' (x) est la valeur la dérivée de f en x.

af = f’ d—afd
f= f@dx = -dx

La notion de différentielle présente surtout un intérét pour les fonctions de plusieurs variables. Si f(x,y) est une
fonction de deux variables, alors on notera sa différentielle :

/ of of \

df = adxﬁ' @dy

Une quantité de la forme Adx + Bdy est appelé forme différentielle.

Mais ce n'est pas forcément la différentielle d'une fonction : dans ce cas elle est qualifiée de forme
différentielle non exacte, notée traditionnellement &g, en physique. Il n'existe alors pas de fonction g, écrire dg est

)

une faute mathématique.

- Interprétation physique
A ces concepts mathématiques rigoureux, on peut associer des interprétations intuitives pour lequel df et 8g sont

considérées comme des quantités infinitésimales (ou élémentaires) :

- df représente une variation infinitésimale.
- Og représente une quantité infinitésimale.

: ) . . a a N )
Par exemple, si f(x, y) est une fonction de deux variables, alors Décriture df = é dx + édy peut s'interpréter

ainsi : & une variation infinitésimale (ou élémentaire) dx de la variable x et une variation infinitésimale dy de la variable y,

correspondent une variation (infinitésimale) df de f ;

Remarque :
La notion infinitésimale renvoie a la notion de passage a la limite. Pour des variations méme petites mais finies,
on préférera la notation A. Il n'y a plus égalité dans ce cas.

of of
Af ~ gAx + @Ay
b) Exemple de différentielles
a. Classique
3
Soit f(x,y) = y; alors :
y? 3y*

df = —=dx+—d
f=-gdx+t——dy
b. Différentielle logarithmique
Dans cette situation, on calcule la différentielle du logarithme népérien de la fonction proposée. Ainsi :
In(f) = 3In(y) — In(x)
1 3
=d(n(f)) = —;dx + ;dy
d dx d
:>—f =——+3 4
f x y
Ce type de calcul est utile lorsqu’on recherche le taux d’erreur de f par exemple, ainsi en tenant compte que les causes
d’erreur s’ajoutent :

Af  |Ax A
Y |— +3|—y|
f x y
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