Annexe : Physique IT ~ Opérateurs différentiels Physique : PC

I — Opérateurs différentiels

I — Les systemes de coordonnées

I-1) Liens entre coordonnées

~
"

Sphérigues

Cylindrigues
rd@

Coordonnées cartésiennes

- dx dv
R dz

Cartésiennes Cylindriques Sphériques
{x,y,z} €R® r=0, 0<0< 2m, z€R r=0, 0<0< 7, 0<o< 2n
x=rcosf, y=rsinf, z=z x =rsin f@cos ¢,y = rsin fsin ¢,z = rcosé

OM = /x? + y% + z2

W=xﬁ;+yu_y’+zﬁ; OM = ru, + zu, oM =ru;
1-2) Déplacements élémentaires...
Cartésiennes Cylindriques Sphériques
dOM = dxu, + dyu, + dzu, dOM = drw, + rddu, + dzu, dOM = dru;, + rd6u, + rsinédgu,
d’S = dxdy ou dxdz ou dydz d?S = drdz ou ourdfdz d?S = rdrd@ou r*sin6d 0d g ou rsinéd pdr
d®r = dxdydz d*z = rdrdodz d3r=r’sinfdrdod o

) / .
IT — L’opérateur gradient

II-1) Définition intrinséque de l'opérateur gradient

L'opérateur gradient grad (), aussi noté nabla v (), est utile dans de nombreux problémes. Sa définition la plus générale

(car intrinséque) est :

[ df = grad(f).dOM =V (f).dOM ]

L’opérateur gradient est une fonction de R dans R?
[1-2) Expressions du gradient (A connaitre par coeur)

Cartésiennes Cylindriques Sphériques

of __, of __, of_ of , 1of _, of of , 1of 1 of
df =2+ + df=Zw+-Lag+ 2L df=2w+-Lay+—L
gradf =5 et gy T oz gradf =5 U+ Iaptet 5, grad f =5 ur + 2 5e%0 Y fsimeapt

I1-3) Sens physique du gradient
- Le gradient d'un champ scalaire f est perpendiculaire aux surfaces iso-f, c'est-a-dire aux
surfaces f = cste.
- Le gradient d'un champ scalaire f est dirigé des zones ou f prend des valeurs faibles vers
celles ou f prend des valeurs élevées.
- La norme du gradient d'un champ scalaire f est d'autant plus élevée que le champ P varie

rapidement d'un point & un autre.

Le gradient de température est ainsi dirigé vers le centre de la terre (T=5000°C)
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IIT — L’opérateur divergence
I11-1) Flux d’un champ de vecteur

R
Le flux d’un champ de vecteur A a travers une surface S s’écrit :

¢=fLE(M).d_5’

2

Surface finie S

5
Si le flux a travers une surface fermée est nul, on dit que A est a flux conservatif :

# AM).dS =0 <A est a flux conservatif
s

IT1-2) Définition intrinseque de 1'opérateur divergence

Le flux de 4 sortant du volume élémentaire dt est égal au produit de divA par drt :

- La divergence de A est le flux de 4 par unité de volume

[ dé=div AM,t) dr= A(M).dS ]

- div est une fonction de R3 dans R

I11-3) Théoréeme de Green-Ostrogradski

En intégrant la relation précédente sur un volume V non élémentaire on obtient le théoreme de Green-

#Zwﬁ§=ﬂ'dwﬁm
N Vis

=Si A est a flux conservatif, div A=0

Ostrogradski :

I11-4) Expressions de la divergence (Il faut connaitre celle en cartésiennes)

Cartésiennes
- 04, 04 04,
divA = -
v ax + ay * 0z

I11-5) Exemples

Cylindriques

or

. 1o(rA 10A 0A
divd == ( r) - 4 z

r a0 ' 0z

div

-

A

Sphériques
1 a(rzAr)_l_ 1 d(sinfAy)

r2 or rsin@ 00
1 9(4,)

rsind do

En pointillés « bleus », on a représenté la surface a travers laquelle on calcule le flux.

divA >0 < dd>0

A

7

-
A

IV — L’opérateur rotationnel

-

M

F s

IV-1) Circulation d’un champ de vecteur

divA <0 < dd<0

A

"B %
1 |
e

$ K
Contour fermé ,//'}% +

—
n
=

N
i

.
24

divA=0<dp=0

-

= =

*x-"
.

La circulation d'un champ de vecteurs Ale long d’un contour C est donné par :

sz A.dl
contour

A
[ J——

-

—»M‘h—
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S
Si la circulation le long d’un contour fermé est nulle on que 4 est a circulation conservative :

- — -
A.dl = 0 < A est acirculation conservative

contour

IV-2) Définition intrinseque de 1'opérateur rotationnel

N —
La circulation de A le long d’un contour élémentaire orienté qui délimite la surface élémentaire orientée dS est égale

o

| ac-miis-ia |

- Le rotationnel est la circulation par unité de surface
- rot est une fonction de R3 dans R3

IV-3) Théoreme de Stokes-Ampere

En intégrant la relation précédente sur une surface non élémentaire quelconque S orientée qui s’appuie sur un
contour I' orientée conjointement a S, on obtient le théoreme de Stokes :

fz.mﬂ ot A.dS
p S/c

Si A est a circulation conservative : rot A =10

IV-4) Expressions du rotationnel (Il faut savoir retrouver celles en cartésiennes)

Cartésiennes Cylindriques Sphériques
rotd = VAA Tot A ]
1 a(smHA(/,) _ 04,
4, 04, 104, 04y rsinf 00 g
ady 0z r 00 0z - 5
=| 94, _ o4, =| 0404, rofA =\ 1( 1 94, 0(r4,)
9z  Ox 0z dar r\siné 0o ar
04, 0A, \1(6(rA9)_6Ar)/ 1(9(rdy) 04,
ax ~ dy r\ or 00 r\ or 20
IV-5) Exemples
On a représenté en noir foncé, un contour pour calculer la circulation de A
y y B y
PP Tt SN fe——eow RN N K A b>>>>>>>>3>3>> N
VE ¥ reeceemRR N e L W L b>>>>>>>>>>> A,
VUKo XXX i lff . h— ";‘*:\\‘Hﬂ:d’
VP Ve LI Y e N, T X 7, ¥
VIV b F P eGP pyiys Wy | AR W el 33 S@Wﬂ‘&:
IAE R RN NN N T4 27 <<Z¥: =35>
VA VAN 4444 s i | S 1=z &5
YNANNN2asT a4 J /y’ et b = = > e e e - A‘;‘{‘//ﬂu\&;\?x A
NNNNNwTT i/ i ST b >>a>>>>>>>>> “’; ”H«H\ i
NNNNwss>FFrras # \\\\“*‘*—"’ e3> >>3>3>>>> LA A AT
NNNSNSNS> T A A 1 RS e brrsrerrmmers Fyyv
NNNRwr>F T A x\\\\\\\-u—)- X > > > > > > > > > > ¥ X

(a)

_— >

- Pour (a) et (b) roft A #

- Pour (d)TotA=0

(b)

Oct il est dirigé suivant +1,

(c)

- Pour (c), les fleches représentant A n’ayant pas toute la méme longueur rot A #0 et dans la zone du contour il
est dirigé suivant u,. Si elles avaient eu la méme longueur alors, on aurait eu rot A=0.

V — Laplacien scalaire
V-1) Définition

On définit le laplacien scalaire du champ scalaire f(M,t) par :

[ Af = div(grad f) = V*f ]

Une valeur importante (en positif ou négatif) du laplacien signifie que localement, la valeur du champ scalaire est
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assez différente de la moyenne de son environnement.
- Aest une fonction de R dans R.

V-2) Expressions du laplacien scalaire (A connaitre en cartésiennes)

Physique : PC

Cartésiennes Cylindriques Sphériques
*f 9*f o* 19/ 0 1 9%f 9? 10/ ,0f 1 9, . of
Af=_f+_f —f Af:——(r—f)+——f +—f Afz—z—(rz—) > —(sm@—)
axz  dy? 0z ror\ dr/ r2g9@*  0z2 r2ar\" odr/ r?siné 20 20,
1 0*f
+ —_—
r2sin? 6 0¢*
VI — Laplacien vectoriel
VI-1) Définition
On définit le laplacien vectoriel par :
[ Z/T=grad(divﬁ) — 7ot (rot A) ]
- ZAest une fonction de R3 dans R3.
VI-2) Expressions (A connaitre en cartésiennes)
Cartésiennes Cylindriques Sphériques
A 2 0A
924, 3%A azAw /AAV——Q——Z—H\ A2 0 2 04
/AA" B 6x2x+ 6y2x+ azzx A4 = :19 1”2 aii Ay = 27 = 1250 90 (Agsing) r2sing 0¢
A= | a24, 024, o%A, | 0Tzt | A=\ Ay . 20A,  2cos0 94,
Ay =7+ ay? 822 AA, 0" rZsin0” 12960  1Zsin?d d¢
924, | 324,  9%A, A+ 2 0A, , 2cosO 04, A,

M =52 T 52 T 52

2" 725in0 09 " r2sin20 09 r2sin?d

Heureusement dans les énoncés de concours, on vous donne souvent I’expression du Laplacien a appliquer a votre

probléme..I1 a donc souvent une expression simplifiée.

VII — Quelques relations sur les opérateurs

A connaitre
rot(grad f) =0
div (rot ) =0
rot (rot 4) = grad(div A ) — 44

2

-, = A
(A.grad)A = grad (7
©Double produit vectoriel :
An(BAC) = B(4.C) - ¢(4.F)

)_zAﬁﬁz

A utiliser

grad(fg) = fgrad(g) + g grad(f)

div(f A) = f divA + (grad f). A

_ -

rot(f.4A) = f.rot A+ (grad f) A A

_— 2 2 —

div (/TAL?) =B.7ot A—A.70t B
m(ﬁ A §) = (div §)Af - (div /Y)ﬁ + (§ grad)ff - (/T grad)§

grad(/f. §) = AANTot B+ B ATot A+ (§ grad)ff + (AT grad)§
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	- Le gradient d'un champ scalaire f est perpendiculaire aux surfaces iso-f, c'est-à-dire aux surfaces f = cste.
	- Le gradient d'un champ scalaire f est dirigé des zones où f prend des valeurs faibles vers celles où f prend des valeurs élevées.

