Annexe : Physique I ~ Mesures et incertitudes Physique : PC

[ — Mesures et incertitudes

I — Les deux types d’incertitude
I-1) L’erreur de mesure

En physique, on effectue souvent un ensemble d’opérations ayant pour but de déterminer une valeur d’une grandeur,
que 'on appelle mesurande. Dans cette opération, que ’on nomme mesurage, il se produit forcément des erreurs de mesure
que l'on va estimer par des calculs d’incertitudes. Si on note x; (ou x) la valeur mesurée, et X, la valeur vraie, on peut

définir 'erreur de mesure par :

1-2) Erreur aléatoire et systématique
L’erreur de mesure résulte de la superposition d’une :
e Erreur aléatoire ERA : différence entre le résultat d’'un mesurage particulier et la moyenne d’un nombre infini
de mesurages effectués dans des conditions de répétabilité
o FErreur systématique ERS : différence entre la moyenne qui résulterait d’un nombre infini de mesurages dans
des conditions de répétabilité et une valeur vraie du mesurande.

Mesurande X

.
Valeur mesurée Xi ;W.””"/””“"”'ERA A Xi ——\—X—-
. ,
Moyenne des mesurages X, S T ER K ormsie e

.
Valeuryraie; Xyj=mmseasmmmmmmzias

[-3) Les deux types d’incertitude

Lorsqu’on évalue une grandeur x expérimentalement, il est impossible de connaitre sa valeur vraie. On cherche
donc le meilleur estimateur de x, noté x,, associé a un intervalle de confiance AX dans lequel la valeur vraie a une probabilité
p de se trouver. Le résultat est présenté sous la forme :

x = xy TA4x

Afin de déterminer Ax on va déterminer l'incertitude-type noté u,. Pour cela on a deux méthodes :

- L’incertitude de type A qui sera un traitement statistique des mesures.

- L’incertitude de type B qui consiste a relever les diverses causes d’erreurs liées au matériel utilisé et au protocole

utilisé.

IT - L’incertitude de type B sur une mesure

II-1) Les différentes causes d’erreur

Soit x une grandeur mesurée et uy 'incertitude type sur x liée a la mesure, alors u, résulte de la composition des

2 \

spé

incertitudes-type suivantes :

ul=u+ui. +tu

- U, : incertitude type constructeur liée a la classe de l'appareil (qualité).
- U : incertitude type de lecture lié a la lecture sur l'instrument (graduations,...).
Usps : incertitude type spéciale, liée a la difficulté de faire la mesure : pointés, encadrement, non

linéarité...
o )

Souvent, une ou plusieurs de ces incertitudes prédominent sur les autres. D’ou la nécessité d’estimer rapidement

les ordres de grandeurs des incertitudes types afin de garder les plus significatives.

I1-2) Résolution et tolérance
On notera q la résolution de l'instrument (plus petite graduation d’un appareil analogique, valeur de quantification

d’un instrument numérique.... La valeur vraie de la grandeur a mesurer est telle que :

X, € [xlue _%; Xiue +g]
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Annexe : Physique I ~ Mesures et incertitudes Physique : PC

On notera t la tolérance de I'instrument (liée & la méthode de mesure). La valeur vraie de la grandeur & mesurer
est telle que :
Xy € [Xe =t Xpye + t]

Dans les deux cas, le constructeur postule que les valeurs vraies sont réparties de maniere uniforme dans cet
intervalle, selon une loi de distribution "carrée".

A Probabilité

Intervalle = q ou 2t

X

lue
Cela signifie que toutes les valeurs de I'intervalle sont équiprobables. C’est un choix de distribution que nous

choisirons mais il existe aussi des distributions non équiprobables qui donnent plus de probabilité d’obtenir la valeur
centrale de I'intervalle :

: distribution triangulaire, distribution normale...

A Taide d'un calcul de variance sur la distribution on peut montrer que 'incertitude-type liée a la distribution
« carrée » s’écrit :

[ u=L

w = _ intervalle - 4 oum

vz 2t ot
= V2~ V3

I1-3) Incertitude type de pointés

Souvent on mesure une grandeur par encadrement (pointés en optique, largeur de bande passante..) a l'aide des
A X +Xmi
valeurs extrémales X, €t Xpmin tel que : X = —REE—TLR

2

L’incertitude ug,¢ liée & cet encadrement est a rajouter aux incertitudes « constructeur », et de lecture et peut-
étre tres supérieures a celles-ci. L’incertitude se calcule a I'aide de la résolution X,y

— Xmin par la formule suivante :
. Xmax + Xmin _ _ Xmax ~ Xmin
Six = — S Ugps = Upoints = e

I1-3) Incertitude type de lecture

a) Appareils & graduation

Lorsqu’on mesure une position sur un banc prismatique, un vernier, un thermometre a colonne...I'incertitude de lecture
dépend de la résolution de 'appareil. Si on note q la résolution de I'appareil & graduations, alors
Upec = L
V12
Quand on mesure un écart entre deux positions x;et x, il faut tenir compte de 'incertitude sur les deux positions
ol : Ufpe = Ufye, + Uy, Souvent 'incertitude sur les deux positions est identique d’ott : up,, = 2uf,., = @

6

L’incertitude de lecture dans le cas d’un écart s’écrit

q
Ulec = ‘/E = Ujec

-1
V12 V6

b)

Mesures automatiques (Oscilloscope numérique, carte Sysam, Caliens, multimétre numérique...)
. )

Lorsqu’on effectue des mesures directes avec ces appareils, on doit tenir compte d’une incertitude de lecture. Si on note
q l'unité de représentation U.R. du multimetre numérique (plus petite valeur affichée), on a alors

q UR
V12 V12

Dans ce cas on n’aura pas d’incertitude de pointé mais on aura une incertitude « constructeur » a rajouter

Ulec =
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Annexe : Physique I ~ Mesures et incertitudes Physique : PC

¢) Mesures a aide de curseurs (Oscilloscope numérique, carte Sysam, Caliens...)

On se retrouve dans la méme situation que 'appareil a graduation :

L’incertitude de lecture a I'aide de curseur dans le cas :

D’une unique mesure (amplitude par exemple) : Uy, = \/%_2 = %
D’une mesure par différence (période par exemple) : U, = % = %

I1-4) Incertitude type « constructeur »

a)  Présentation

ii.

iii.

Le constructeur fournit l'incertitude-type. Le constructeur a évalué cette incertitude a partir d'un grand
nombre de mesures par une technique éprouvée. On donc directement u..

Le constructeur fournit la résolution. Par exemple, sur une balance on peut lire que la résolution de 'appareil
est de q=0,01g. Cela signifie que 'appareil arrondi au 2éme chiffre apres la virgule. La graduation d’un
instrument de mesure analogique ou l'afficheur d’un appareil numérique sont des sources d’incertitudes. Si la

résolution du dispositif de lecture est q, la valeur « vraie » peut se situer avec une égale probabilité a n'importe
4
Viz'
Le constructeur fournit la tolérance. L’erreur maximale tolérée (notée sur les instruments de mesure sous la

quel endroit de Uintervalle : [x;,, — %,xlue + %] Dans ce cas : u, =

forme +t) donne les limites extrémes de variation de 'indication obtenue d’un instrument de mesure. La valeur

« vraie » de la grandeur peut se situer avec une égale probabilité dans l'intervalle [xe — t; Xje + t]. Dans ce
t
cas @ U, = ﬁ

L’incertitude constructeur peut s’évaluer a l’aide :

- De la résolution q : u, = ‘/%_2
2 t
- De la tolérance t : u, = NeS

b) Appareils a graduation

En général, I'incertitude « constructeur » est négligeable par rapport aux deux autres incertitudes. Dans le cas ou le

constructeur fourni une des données mentionnées ci-dessus il faudra penser a 1’évaluer.

¢)  Multimetre numérique (et RLC metre)

Les appareils qu’on utilise au lycée sont tres proches de ceux employés dans le mode professionnel ainsi le calcul de

I'incertitude constructeur est tres détaillé. Par exemple, la notice du Fluke 287 fournit ci-dessous propose une estimation

de Dincertitude a l'aide de deux coefficients (les RLC meétre souvent & trois) a et b :

a%xValeuriye+b XU.R.
t =a% x Valeur,y, + b X U.R. = u, = — lue

V3
Caractéristiques en tensions alternatives
. it Précision
Fonction Plage 1 - S = = 3
20246 Hz 46 a 66 Hz 66 Hz a 10 kHz 10 a 20 kHz 20 a 100 kHz]
AC mV 50 myi! 0,001 mV 1,5 % + 60 0,3% +25 0,4 % +25 0,7 % + 40 3,5% +40"
500 mV 0,01 mvV 1,5 % + 60 0,3 % + 25 0,4 % + 25 0,7 % + 40 3,5% + 40
ACV syt 0,0001 V 1,5 % + 60 03 % +25 0,6 % + 25 15 % + 40 35%+40"
sov 0,001V 1,5% + 60 0,3% +25 0,4 % +25 0,7 % + 40 3,5% +40
500 v 0,01V 1,5 % + 60 0,3% +25 04 % +25 Non spéc. Non spéc.
1000V 01V 1,5 % + 60 0,3 % + 25 04 %+25 Non spéc. Non spéc.
dBv -70a-62dB™ | 0,01dB 3dB 15dB 2dB 2dB 3dB
624-52dB"” | 0,01dB 1,5dB 1,0dB 1dB 1dB 2dB
-52a-6dB” | 0,01dB 0,2 dB 0,1dB 0,1dB 0,2dB 0,8 dB
-6a+34d8” | 0,01dB 0,2dB 0,1d8B 0,1dB 0,2dB 0,8dB
34 4 60 dB™ 0,01dB 0,2dB 0,1dB 0,1dB Non spéc. Non spéc.
Egg[?] PesseS 2% + 80 2% + 40 -260/%:-16?) @ Non spéc. Non spéc.
LoZu 1000V 0,1V 2 % + 80 2% + 40 2% +40" Non spéc. Non spéc.

Si on mesure 1,2345V a 1kHz alors : t = 0,6% % 1,2345 + 25 x 0,0001 = 0,0099 V = u, = 0,0057. On verra, dans les
exemples le nombre de chiffres significatifs cohérents a écrire pour les incertitudes.
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d)  Oscilloscope numérique (Carte Sysam, Caliens...)
i. Mesures de tension
Dans ce cas I'incertitude « constructeur » peut se déterminer a ’aide des caractéristiques de conversion numérique

de Doscilloscope. On définit le quantum comme la résolution verticale liée a la CAN d’ou : u, = «/LTZ

Le quantum peut se déterminer suivant le nombre de bits ayant servi au codage :

Axmax Axpmax = plage des valeurs de x
1= 2N ou {N = nombre de bits : 8 pour l'oscilloscope, 12 pour Sysam — SP5
U, = 4 ouq = Amax pour l'oscilloscope numérique
V12 28
ii. Mesures de fréquences

La tolérance va étre déterminer a I'aide du temps d’acquisition 7 tel que : q = %

q 1
=SU,=—ouq=—

V12 T

iii. Mesures de périodes
La résolution va étre déterminer a l’aide de la fréquence d’échantillonnage f, tel que q = ;—E
q . 1
Su, = E ouq =—
iv. Mesures de distance a I'aide de Caliens
La tolérance va étre déterminer a I'aide de la taille du pixel du capteur CCD : a = 14 um.

q \
Su =—ouqg=a

V12
ITT — Propagation des incertitudes
III-1) Principe de calcul
Supposons avoir évalué I'incertitude de plusieurs grandeurs physiques (xq, X5, ..., X,) et que 'on souhaite déterminer
la valeur d’'une autre grandeur y = f(xq,x,,..., X,), qui dépend des valeurs de ces grandeurs, et évaluer I'incertitude u,, sur

sa détermination. Les erreurs de mesure commises sur les x; vont se répercuter sur y. Pour évaluer la nouvelle incertitude,

on utilise pour cela la formule de propagation des erreurs :

Cette formule est simple a utiliser dans la plupart des cas que 1’on rencontre.

I11-2) Les différentes opérations

/ - Somme ou différence : Siy = ax+bz = u, =/a® uf + b? uZ \

2 2
. o . X u u
- Produit ou quotient : Siy = axzoua- =u,=y (;X) + (;’)
0 0 — u u
- Puissance : Siy = ax"ouax™" :>7y= =

- Siy=aw%xP.z" alors : % = Jaz (“7‘”)2 + B (%)2 + 9 (%)2

- /

IV — Incertitude élargie
IV-1) Principe

Annoncer un niveau de confiance, c’est annoncer la probabilité que la valeur « vraie » se trouve dans l'intervalle
défini par l'incertitude de mesure. Le niveau de confiance est généralement donné en pourcentage. L’'incertitude-type est
I'incertitude donnée & un niveau de confiance de 68%. Ceci est valable dans le cas d’une distribution gaussienne des mesures,
ce qui est généralement le cas en pratique, le calcul montre que 68% des valeurs sont comprises dans l'intervalle donné par
I’écart-type de la distribution, d’ou le nom.

L’incertitude élargie est 'incertitude donnée avec un niveau de confiance de X%. On a I’habitude de choisir X=95%,

quelquefois 99%. Pour une distribution gaussienne, cela correspond a deux fois la valeur de 1’écart type.
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Distribution de probabilité
de la valeur vraie d'une grandeur X

B | . ! X
DD D LD DD
Va4 b X b4
e $O T g g
[ U, = 2u, pour un intervalle de confiance de 95% ]

IV-2) Présentation du résultat

On conserve les deux premiers chiffres significatifs (ou le premier) de lincertitude élargie. Le dernier chiffre
significatif conservé de la valeur mesurée x,, doit étre a la méme position décimale que le dernier chiffre significatif de
I'incertitude élargie. Sur notre exemple du multimétre numérique on a donc :

Uy = /ug +tud~u. =U, =0012V

( —x=xy+ U, =1234+0012V ]

V — Incertitude de type A
V-1) Principe
On “estime” la valeur vraie par la valeur moyenne des valeurs de x (n est le nombre de mesures répétées) x, défini

par :
_x1+x2+"'+xn

Xm =

n
La dispersion des mesures x; autour de X, permet d’estimer ’écart type expérimental o(x) déduite des n mesures

X1, X0y ey Xy + 0

1 n
6 = |——5 > (5= Xn)?

En répétant de nombreuses fois I’expérience consistant & mesurer n valeurs de la grandeur x dont on prend ensuite
la valeur moyenne, on obtient la distribution de probabilité de x,,. Son écart-type de la moyenne, ou incertitude-type, noté
uy(x) , est donné par :

uy(x) = % \/— 1Z(xl Xm)?

V-2) Incertitude élargie
Dans la pratique, on ne peut réaliser qu'un nombre limité n de mesurages. Pour prendre en compte ce nombre
limité, on multiplie 'incertitude-type u,(x) par le facteur d’élargissement k.
Ua(x) = k uy(x)
Usuellement k = 2 pour un niveau de confiance de 95% pour n assez grand (typiquement n > 10). Quand on effectue moins
de mesures bien attendu k augmente fortement suivant les coefficients de Student.

n ) 3 4 ) 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 30 20 €9
koso, | 12,7 | 4,30 | 3,18 | 2,78 | 2,57 | 2,45 | 2,37 | 2,31 | 2,26 | 2,20 | 2,16 | 2,13 | 2,11 | 2,09 | 2,04 | 2,01 | 1,95
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V-3) Double incertitude

Lors de détermination des x; dans une évaluation de type A, on utilise un instrument de mesure, qui donne une
valeur entachée d’une incertitude de type B. En toute rigueur, il faut donc prendre en compte simultanément les deux
types d’incertitudes. Dans ce cas, on admet qu’on peut sommer les variances correspondant aux deux types d’incertitudes

(A et B). L’incertitude-type u sur la mesure sera donc calculée par :
2 — .2 2
u® = uj+ug

VI — Incertitudes liées a une régression linéaire
VI-1) Régression linéaire sans incertitudes expérimentales

En tracant y en fonction de x, on obtient un nuage de points et, apreés modélisation, le logiciel utilisé propose :
U, incertitude type sur la pente

uy : incertitude sur l'ordonnée a l'origine

Ici, les incertitudes ne sont pas pondérées par les incertitudes expérimentales mais sont calculées a partir de la

y=ax+bavec{

dispersion du nuage de point. On pourra se fier au coefficient de corrélation pour connaitre la dispersion des points par
rapport au modele. On rappelle que celui doit étre proche de 1 et qu'un bon coefficient de corrélation est supérieur a 0,99.

Le logiciel Regressi effectue ce calcul, il vous faudra apprendre a le faire car la version papier de détermination de
u, et u, est complexe.

VI-2) Régression linéaire avec incertitudes expérimentales
Au cas précédent, on rajoute des incertitudes de type B aux mesures effectuées. Ainsi le logiciel va rajouter des
ellipses d’incertitudes qui auront pour grand axe et petit axe les valeurs des incertitudes renseignées.

En tracant y en fonction de x, on obtient un nuage de points et, aprés modélisation, le logiciel utilisé propose :
U, incertitude type sur la pente

uy : incertitude sur l'ordonnée a l'origine

Ici que les incertitudes sont pondérées par les incertitudes expérimentales et I’'on peut donc utiliser la méthode

y=ax+bavec{

des ellipses du « Chi? » pour tester la validité de la régression.
Sur I'exemple ci-dessous, on a représenté la droite sans 'utilisation du « Chi2? » puis avec.
- La régression linéaire passe par la plupart des points mais elle est éloignée du point de mesure le plus précis.
- A Taide de la méthode du “Chi?” Regressi utilise un poids relatif sur chaque mesure afin de tracer la
modélisation. On remarque que la régression se rapproche alors fortement du point de mesure le plus précis.

[=FS WY N T
i s midie P — P Foin - ol —— 5 Yy s T ca.
W“ww b % [ Y 8 B B Ukt 'am;: Bx o S oo < T wws < Bhtsewa < Biososn [0 coane - [ c.

| Larégression serapproche -~ <12

Mesure a faible incertitude s de la“meilleure mesure” .~
" o

o
e
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VII — Exemples

VII-1) Mesure de vitesse
a) Mesures de durée a Latis-Pro
A Toscilloscope on désire mesurer 1’écart temporel entre deux signaux. Pour cela, un groupe d’éleves, a mesuré :

t; = 52,0ms _ _tmax —tmin _ 04
{t2=84,0ms avec f, = 10 kHz, et ugps; = \/_t t \/_ ~0,115 ms
(Usps = V2 ”“’3_2’"’" = 0,163 ms
En fait on réalise une mesure d’écart tel que : At = 32,0ms et 4 Ue === ﬁ =0,041ms =wu,, =0,173ms

1
s 0,041 ms

w

= At = 32,00 £ 0,35 ms

b) Mesures de distance (Banc gradué)

Cette mesure correspond a une distance parcourue sur un banc d’optique tel que : x; = 195,7cm, x, = 14,5cm d’ou :

u ,:\/EM=O4 0,163 cm
_ Sspe /_12 \/g _ _
Ax = 181,2cm avec q 0,1 = uUp, = 0,168cm = Ugs px = 0,337 cm
t ulec=?—?—0041cm
=>Ax=1812 £ 04 cm

¢) Mesure de Vitesse

Le but de cette manipulation est de mesurer une vitesse a 1’aide de :

Ax
v=—=256,63ms"!
At

U 2 U, 2
D’apres la formule de propagation des incertitudes on a : % = \/(%Ax) + (%At) =U,=0,63ms™?!

=v=56,63+0,63ms™?!

VII-2) Mesures sur un banc d’optique

En voulant vérifier la loi de Descartes un groupe d’éléve a mesuré : x, = 34,7cm, x4 = 14,5cmet x, = 55,2 cm. A

Paide de la loi de Descartes on obtient f" avec p’ = 04’ et p = OA tel que :

f'= ppp =10,174 cm
PN 1. s _ XYmax—Xmin —i:
Les éleves ont réalisé des mesures par encadrement tel que : uspé = —\/ﬁ =75 0,11cm.
Le banc d’optique étant gradué tous les mm on a : U, = «/_ «/__ = 0,029cm

Il n’y a pas d’indication de classe (constructeur) sur le banc d’optique d’ott : u, = / Uz + up,. = 0,118 cm.
Orp=x,—xpetp =xy —xg 22U, =u, = V2u, = 0,167cm

A Taide de la formule de propagation des incertitudes on obtient :
u, u,
_r12 14 14
w =f (? + p_12>
" 1 1
=up = fu, ?+ F = 0,084cm = Uqg pr = 2 upr = 0,168cm

=f"=10,17+ 0,17 cm

! U s
Pour aller plus vite dans ce calcul on peut négliger u;.. et remarquer que p'~ —p :f’*v% =>Up~ Tp =0,167cm ...

Il ne faut pas oublier qu’il faut toujours donner en travaux pratiques un résultat expérimental avec son incertitude,

afin de le confronter au mieux a la valeur dite théorique provenant d’un modeéle par exemple. Si le calcul par propagation

d’incertitudes est complexe on essayera de le simplifier afin de donner le résultat obtenu accompagné de son incertitude

élargie
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VIII — Tableau récapitulatif

Incertitude type B

Incertitude Incertitude de lecture

d’encadrement

Incertitude constructeur

Tout appareil

On note q la résolution et t la tolérance alors :

Tout appareil On note : q = résolution ou U.R. o T L
C \/’ﬁ C ’\/g
_ Xmax + Xmin Simple Mesure par écart Appareils a Multimetre Caliens
2 mesure graduation
= u — Xmax ~ Xmin i q Uppe = i Souvent t=a% X Valeunue +b X U.R. q= 1/a
spé ec — ec — t
V12 V12 G néslipée ", = e
V3 Vi2
Composition des incertitudes type Oscilloscope numérique
u? = ul +uf, + u?pé Mesures de Mesures de fréquence Mesures
tension de temps
Propagation des incertitudes q= Amax 0=z q= 1
21 1 : durée d’acquisition fe

y=aw®xPz’

Simple mesure Mesure par écart

v = J(a) + () + ()

U, = U, =

a4 4
V12 V6

Incertitude type A

_x1+x2+"'+xn
B n

Xm

1|1 < ,
ua) = = n_lg(xi—xm)

Incertitude élargie & 95%

Uy =2u, =2x=x,x U,

Laurent Pietri
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